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0.1 Siruri de numere reale

Convergenta este conceptul fundamental al analizei matematice. Cu ajutorul acestui
concept putem sa investigam ce se intampla atunci cand doua cantitati se apropie una
de alta, sau cand o cantitate creste depasind orice margine.

In acest capitol detaliem aceste idei pentru siruri de numere reale. Vom relua
pe scurt teoremele facute in liceu, subliniind cateva tehnici de demonstratie standard.
Vom prezenta de asemenea si cateva noi rezultate care ne vor fi de folos in capitolele

urmatoare.

0.1.1 1.1. Definitia unui sir

Fie X este o multime nevida, ng un numar natural si Ng := {n € Njn>ng}. O
functie f : Ny — X se numeste sir (de elemente din X ). De regula identificam
sirul f cu imaginea sa astfel: notam f(n) = a,, Vn € N si notam (an),>,, = f,
sau (an)neNo = f, Qg Ang+1, Ong+2, -+ = f, sau, daca nu ezista pericol de confuzie,

(an) := f. In acest caz spunem ca (a,) este un sir (de elemente din X ), iar a, este

n>ng

termenul general al sirului (a,),,>,, -
In acest capitol presupunem ca X C R. Vorbim astfel de siruri de

numere reale.

Exemplul 1.1.1. Sirul de numere naturale (n?’)n21 poate fi descris prin

il
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1,8,27,64,---. Numarul n? este termenul general al sirului considerat.

Exemplul 1.1.2. Sirul de numere rationale (%) poate fi descris prin
n>1

Exemplul 1.1.3. Sirul 0, %, %, %, -+ poate fi descris prin cu ajutorul termenu-

n

lui general: (n—H)n>0 :

Peste tot in cele ce urmeaza, in lipsa altor precizari, literele n, k, si

j vor desemna numere naturale.

0.1.2 1.2. Siruri convergente

In exemplul 1.1.2. termenul general a,, devine din ce in ce mai mic (in valoare absoluta)
atunci cand indicele n creste; putem spune a,, "tinde" la zero. Facand cateva calcule in
exemplul 1.1.3., observam ca termenul general ;5 "tinde" la 1 atunci cand n creste.
Surprindem aceste fenomene in definitia urmatoare.

Definitia 1.2.1. Fie (a,) un sir de numere reale. Daca exista un numar

n>ng
real a astfel ca pentru orice € > 0 sa existe un rang n. € N (care depinde de a si
€) astfel incat |a, —a| < € pentru orice n € N, n > n. spunem ca sirul (a,) este
convergent, iar a este limita sa; in acest caz scriem nh—>Holo a, = a,, sau a, — a Si
spunem ca a, tinde la a cand n tinde la infinit.

Pe scurt, folosind cuantificatorul universal (V -oricare, orice) si cuantificatorul

existential (3 -exista), sirul de numere reale (a,) este convergent daca si numai daca

v
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[Ja € R astfel incat Ve > 0 In, € N cu proprietatea |a, — a| < € ¥Yn > n..

Daca sirul (a,) nu este convergent spunem ca el este un sir divergent. A
studia natura unui sir inseamna a stabili daca sirul este convergent sau divergent.

Exemplul 1.2.1. Sa aratam ca sirul de la Exemplul 1.1.2. este convergent

(-p"!

si are limita nula, i.e. lim = 0. Fie ¢ > 0. Conform definitiei de mai sus,

n—oo
n—1
trebuie sa cautam un rang n. € N astfel ca ‘% — 0‘ = % < € pentru orice n > n;
dar 711 < € daca si numai daca n > % Luand n, := [%] + 1 (unde cu E] am notat

n—1
partea intreaga a numarului pozitiv ) constatam ca ’¢ — 0‘ < € VYn > n,, adica
€ n

n—1
lim % = 0 € R, deci sirul este convergent.
Exemplul 1.2.2. Sa aratam ca sirul de la Exemplul 1.1.1. este divergent
prin reducere la absurd. Presupunem ca sirul este convergent, deci lim n?® := a € R.

n—oo

Fie € = 1. Atunci exista n. € N astfel incat
‘n?’ — a| < 1 cand n > n..

Cum exista o infinitate de numere naturale n > max {ne, ve+ a} rezulta ca
afirmatia precedenta este falsa. In consecinta sirul (n3)n21 este divergent.
Exemplul 1.2.3. Am vazut ca, in cazul Exemplului 1.1.3., a,, se apropie

de 1 cand n creste. Sa aratam ca, intradevar a,, — 1. Din nou, fie ¢ > 0. Trebuie sa
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depistam un rang incepand de la care |a, — 1| < €. Deoarece

atunci avem echivalentele:

1 1
la, — 1| <ee ——<esn>—-—1.
n+1 €

Prin urmare, luand drept rang n. := [ﬂ, avem: |a, — 1| < € VYn > n,, deci

n L
-7 — Ljiar sirul (

_n_

- +1)n2 0 este convergent.

Observatia 1.2.1. Numarul ng din definitia sirului nu afecteaza natura sir-
ului. De altfel, din definitia precedenta rezulta ca daca schimbam un numar finit de
termeni ai unui sir, natura sa nu este afectata.

O prima proprietate importanta -si care justifica corectitudinea sintagmei
"limita sirului (a,) este a"- este urmatoarea propozitie.

Propozitia 1.2.1. Daca sirul (a,) este convergent atunci limita sa este unica.

Demonstratie. Sa presupunem ca (a,) are limitele a,a’ € R. Trebuie sa

aratam ca a = a’. Fie € > 0 arbitrar. Din ipoteza rezulta ca exista un rang n. astfel ca
la, —al <€, la, —d'| <eVn > n..
Atunci
la—d'| =la—a,+a, —d| <|a—ay|+|a, —d'| < 2
pentru orice n < n.. Pin urmare

0 < |a — a'| < 2¢ pentru orice € > 0.

vi
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De aici rezulta imediat ca ¢ = o’.1

Definitia 1.2.2. Daca (a,) si (b,) sunt doua siruri atunci sirul (a, + b,) se
numeste suma sirurilor (a,) si (b,), sirul (a,b,) se numeste produsul sirurilor
(ay) si (by), tar daca a, # 0 pentru orice n sirul (Z—z) se numeste catul sirurilor
(an) si (by) .

Cu ajutorul definitiei se arata ca

Propozitia 1.2.2. (Operatii cu siruri) Daca sirurile (a,) si (b,) sunt

convergente atunci

1. lim (a, +b,) = lima, + limb,,

n—oo n—oo n—oo

2. lim (apb,) = <lim an> <lim bn>

n—oo n—oo n—oo

lim b,
3. Daca a, # 0 pentru orice n si lim a, # 0 atunci lim b — N Tr——
n—o0 n—oo 4n m dn

n—o0o

Demonstratie.

Incheiem acest paragraf cu cateva consideratii asupra relatiei dintre limitele
sirurilor de numere reale si inegalitati.

Propozitia 1.2.3. Daca sirurile (a,),, i (bn),>, sunt convergente si a, <
b, Yn > 1 atunci lim a,, < lim b,.

n—oo n—oo

Demonstratie.

vii
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Urmatoarea teorema rafineaza precedenta propozitie: daca un sir (bn)n21 (de-
spre care nu presupunem ca este convergent) are termenul general "intre" termenii
generali ai altor doua siruri convergente la aceeasi limita atunci si (), este conver-
gent la aceasta limita.

Teorema 1.2.2. Teorema clestelui. Daca
a, < b, <cy

pentru orice n si

lima, = limc¢, =a

n—oo n—oo

atunci lim b, = a.

n—oo

Demonstratie.

0.1.3 3. Siruri Cauchy

Un sir de numere reale care are propritatea ca pentru un e arbitrar elementele sale se
grupeaza de la un rang incolo (de exemplu pentru indici suficient de mari toti termenii
sirului sunt intr-un interval de lungime 2¢) pare a fi convergent. Proprietatea aceasta
este adevarata in R, dar nu are loc in orice submultime a multimii numerelor reale. De

pilda trunchierile rationale ale numarului irational V2 dau un sir de numere rationale:

1.4,1.41,1.414,1.4142,---

viil
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care este nu este convergent in QQ, dar, desigur este convergent in R.
Aceasta sectiune o dedicam caracterizarii sirurilor reale de elemente care au
proprietatea descrisa mai sus numite siruri Cauchy.

Definitia 1.3.1. Fie (a,),~, un sir de numere reale. Daca
Ve > 0 dn. € N cu proprietatea |a, — anip| < € Vn >n.,Vp e N

atunci sirul (a,) se numeste sir Cauchy sau sir fundamental.

Convergenta unui sir si calitatea sa de a fi sir fundamental sunt proprietati
echivalente.

Teorema 1.3.1. In multimea numerelor reale un sir este este Cauchy daca
st numai daca el este convergent.

Demonstratie.

Exemplul 1.3.1. Sirul ((—1)") este divergent.

Vom arata acest lucru dovedind ca sirul nu este fundamental. Conform de-
finitiei, trebuie sa gasim un ¢ > 0 astfel ca pentru orice n. natural sa existe n > n, si
p € N astfel ca |a, — a,1p| > €

Fie € := 1. Atunci pentru orice n, € N avem |(—1)" — (—1)”6+1| =2> 1. Prin
urmare ((—1)") nu este fundamental si, conform teoremeil.3.1, sirul nu este convergent.

Observatia 1.3.1. In exemplul precedent am negat afirmatia din definitia
precedenta. Ca o regula generala, atunci cand vrem sa negam o afirmatie, negarea se

1X
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face inlocuind cuantificatorul V cu cuantificatorul 3 si invers, adica inlocuind cuantifi-

catorul 3 cu cuantificatorul V.

0.1.4 4 Siruri marginite

Daca termenii unui sir pot sa fie arbitrar de mari (in valoare absoluta) avem de-a face cu
un sir nemarginit. Am vazut ca sirurile fundamentale sunt convergente. Spre deosebire
de acestea, sirurile marginite nu sunt intodeauna convergente. Cu toate acestea, cu
conditii suplimentare, ele pot fi convergente. De asemenea, un sir marginit contine
intodeauna un subsir convergent.

Definitia 1.4.1. Sirul (a,) este crescator daca

n>ng

ap < Api1 VN > ng.

Sirul este strict crescator daca

Qp < Gpy1 VN 2> ng.

Definitia 1.4.2. Sirul (a,) este descrescator daca

n>ng
Qp, Z Ant1 Vn Z Nyg-

Sirul (a,) este strict descrescator daca

n>ng

Gp > Gpy1 VN 2> nyg.
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Definitia 1.4.3. Sirul (a,) este monoton daca el este crescator, strict

n>ng

crescator, descrescator sau strict descrescator.

Definitia 1.4.4. Sirul (a,),,, este marginit daca
M > 0 astfel ca |a,| < M ¥n > ny.

Daca sirul nu este marginit spunem ca el este nemarginat.
Exemplul 1.4.1. Sirul ((—=1)") este marginit (M = 1), nu este monoton si

este divergent.

Exemplul 1.4.2. Sirul (ﬁi)n) este marginit,.nu este monoton si este con-

vergent.
Exemplul 1.4.3. Sirul (%) este marginit,. este monoton (descrescator) si

este convergent.
Propozitia 1.4.1. Un sir convergent de numere reale este marginit.

Demonstratie.

Sirul (1/n) este crescator dar este nemarginit. Totusi, daca la monotonie mai
adaugam marginirea obtinem convergenta.

Teorema 1.4.1. Un sir monoton si marginit este convergent.

Demonstratie.

X1
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Exemplul 1.2.4. Sirul cu termenul general (1 + %)n este monoton si mar-

ginit (aratati aceste proprietati). Prin urmare el este convergent. Limita sa este nu-
marul transcendent e.
Definitia 1.4.5. Fie (ay),>, un sir de numere reale si (k,),~, un sir strict

crescator de numere naturale. Atunci (ay,),~, se numeste subsir al sirului (a,), -, -

3 g oo

. . (_1)"71 .. —1 -1
Exemplul 1.4.4. Fie sirul <T>n21' Atunci sirul (%)n>1 =5

1
4
este un subsir al sirului dat (k, = 2n). De asemenea (
(=)

n n>1

Propozitia 1.4.2. Daca un sir este convergent atunci toate subsirurile sale sunt

1 . . .
o +1)n21 este un subsir al sirului

convergente..

Demonstratie.

Observatia 1.4.1. Inversa afirmatier din propozitia de mai sus este ade-
varata. Aratati acest lucru.

Marginirea unui sir atrage "gruparea" termenilor sirului, iar acest fapt implica
existenta unui subsir convergenet. Aceasta este o propietate importanta a sirurilor
marginite.

Teorema 1.4.2. (teorema Bolzano-Weierstrass) Un sir marginit are un
subsir convergent.

Demonstratie.

xii
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Exemplul 1.4.5. Am vazut ca sirul ((—1)") este marginit, deci divergent.
Susirurile sale (—1) si (1) sunt convergente.
Teorema Bolzano-Weierstrass este un instrument util in analiza functiilor cu

o singura variabila si va fi folosita in capitolele urmatoare (vezi...).

0.1.5 5. Limite infinite

Nemarginirea unui sir atrage divergenta sa. Totusi, in unele cazuri, sirurile nemarginite
au o comportare regulara, comportare pe care o vom studia in cele ce urmeaza.

Definitia 1.5.1. Fie (a,) un sir de numere reale.

n>ng

1. Spunem ca sirul are limita infinit daca si numai daca

VM > 0dN;,; € Nastfel incat a,, > MVn > Ny

In acest caz scriem lim a,, = co sau a,, — 0.

n—o0

2. Spunem ca sirul are limita minus infinit daca si numai daca

VM < 04N, € Nastfel incat a,, < MVn > Ny

In acest caz scriem lim a, = —oc0 sau a,, — —00.

n—oo
Uneori, daca a,, — 0o, spunem ca sirul (a,) depaseste orice margine.

xiil
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Exemplul 1.5.1. Fie a > 1. Atunci a" — oo.

Desigur ™! > a" pentru orice n € N. Presupunem, prin absurd, ca nh_}llgo ay, #
00. Atunci , conform definitiei 1.5.1., exista M > 0 astfel incat pentru orice N € N exista
m > N pentru care ™ < M. Fie n € N. Din cele de afirmate rezulta ca exista m > n
astfel ca a” < a™ < M. Prin urmare sirul (a”) este marginit. Fie M := sup {a” |n € N}.
Cum % < M, existan € N astfel ca a™ > % Dar a"*! = aa™ > a% = M. Contradictie.
In consecinta lim a,, = co.l

n—o0

Majoritatea operatiilor cu siruri cu limite infinite respecta regulile similare

sirurilor convergente. Exceptiile le abordam la secctiunea "Exercitii".

Propozitia 1.2.2. (Operatii cu siruri cu limita infinita) Fie (a,) un sir

pentru care lim a,, = co.

n—oo

1. Daca (b,) este un sir marginit atunci lim (a, + b,) = 00, iar daca a,, # 0 pentru

n—oo

orice n atunci lim % =

n—oo-n

2. Daca lim b, = oo atunci lim (a, + b,) = oo si lim (a,b,) = occ.

n—oo n—oo n—oo

3. Daca a > 0 atunct lim aa,, = oc.

n—oo

4. Daca a < 0 atunci lim aa, = —oo.

n—o0

Demonstratie.

Exemplul 1.5.2. Fie a > 0. Atunci lim an = 0.

n—oo

xXiv
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Observatia 1.5.1. Adunarea a doua siruri, unul cu limita infinit, celalalt cu
limita minus infinit nu apare in propozitiile precedente. De asemenea produsul dintre
doua siruri, unul cu limita infinita, celalalt cu limita nula st nici catul a doua siruri
cu limita nula (ori cu limite infinite) nu apar in propozitiile precedente. Numim aceste
tipuri de limite cazurt de nedeterminare.

Observatia 1.5.2. Despre un sir (a,) de numere reale am dovedit urma-

toarele tmplicatii si echivalente legate de proprietatea de marginire:

marginit = subsir convergent

T N\

monoton&marginit = convergent < Cauchy

Y Y

monoton =- limita finita sau infinita

0.1.6 6. Teorema lui Heine

0.1.7 7. Probleme rezolvate

N N aaaat

XV
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0.1.8 8. Exercitii

—_

. Argumentati afirmatia din observatia 1.2.1.
2. Argumentati existenta rangului n, din demonstratia propozitiei 1.2.1.

3. Fie sirurile (a,,),-, si (by),~, astfel incat |a, — b,| < L pentru orice n > 1. Aratati

ca daca (an),-, este convergent atunci si (b,),., este convergent si lima, =

lim b,,.
4. Fie sirul (a,),, - Aratati ca lim a,, = | € R daca si numai daca 11m la, — 1] =0.

n—oo n—

5. Demonstrati egalitatile:

2n— 1_2

(a) lim =

n—oo

(b) lim 2%=1 — 9

2
n—oo " +1

(c) lim 25 =0

(d) Tim v/n + —v/n=0
() imvn+1—yn=0

(f) limn? (Vn+1 - ¢/n) =

(g) lim fsin(n!)=0

n—oo

(h) hm@)(l +21+---n)=0

n—0o0

6. Aratati ca un sir convergent este marginit.

xXvi
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7. Este adevarata propozitia "daca (a,) este un sir marginit atunci el este conver-

gent"? Justificati raspunsul dat.

8. Stabiliti limita -daca exista- pentru fiecare dintre sirurile de mai jos.

(a) 1,2,3,---

(b) 1,-1,1,-1,1,---

(f) (nsinZ)
@) (s2)

h) V2, vV2v2,1/2v2V2, - -

o (13t +(2n—1)  2n+l
(1) ( n—l—ln T2 )

n+
n—
2n+1+3n+1
2n3n

nsinn!
(n+1)2

9. Sirurile (ay),,>, si (bn),>, au proprietatile:

() a1 <ax<---<a, <b, <b, 1 <---<b pentru orice n € Nyn > 2

Xvil
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14.

15.

16.

(ii) a, — b, — 0
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Aratati ca sirurile sunt convergente si ca au aceasi limita.

Demonstrati ca daca (a,),~, converge, atunci‘ lim a,,
- n—oo

Demonstrati ca daca (a,,),~, converge si a, > 0, pentru orice n € N, atunci lim,/a,, =

lim |ay,|.

n—oo

Dovediti ca, daca a > 0, atunci lim C;L—T,L =0.

Calculati lim Zf—,'l

n—oo

n—oo '’

= lim |a,]|.
n—oo

n—oo

Fie (a,),, un sir de numere reale si (p,),,~, un sir de numere pozitive astfel incat

lim —1— = 0.

n— o0
Pk
k=1

(a) Demonstrati ca daca (a,),~,; converge la a, atunci lim *=

(b) Dati un exemplu care sa dovedeasca faptul ca din convergenta sirului

nu rezulta convergenta sirului (a,) .

n
Z Prak

k=1

n—oo
Pk
k=1

= a.

n
> prax
k=1

n

> p
k=1

Aratati ca exista doua siruri (a,) si (b,) astfel incat a,, — oo, b, — —o0 iar sirul

(an + by,) diverge.

Aratati ca exista doua siruri (a,) si (b,) astfel incat a,, — oo, b, — —o0 iar sirul

(a,, + by,) converge.

XVviil
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19.

20.

21.

22.
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Fie o € R. Aratati ca exista doua siruri (a,) si (b,) astfel incat a,, — o0, b, — —o0

sia, +b, — .
Aratati ca

(a) lim ¥/n2=1

n—0o0

(b) lim 22 =0

(¢) lim% =0,a €R

n—oo

(d) lm (1-2)"=e

n—oo

1 2l4etn]
e) lim ==t — )
( ) oo (2n)!

(f) lim @ =0,aeR

n—oo

Sa se arate ca daca a,, — a € R* atunci exista o > 0 astfel incat |a,| > o pentru

orice numar natural n.

Fie (a,) un sir nemarginit. Aratati ca exista un subsir (b,) al sirului dat astfel ca

lim |b,| = oc.
n—oo

Fie (a,) un sir marginit si divergent. Aratati ca exista doua subsiruri ale sirului

dat care sunt convergente dar au limite diferite.

Demonstrati Teorema Stolz Cesaro:

Daca (a,) este un sir de numere reale si (b,) este un sir crescator si nemarginit

Intl=n  otunci exista lim 2= si lim % = [.

b oo bn

astfel ca sa existe L := lim 32—
n—oo 'ntl7bn n—o0

Xix
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Indicatie. In exercitiul 14 luati p,, := b,.1 — b, si un alt sir adecvat.

23. Demonstrati Teorema lui Cauchy:

24.

25.

26.

27.

Daca (a,) este un sir de numere pozitive si exista lim az“ := L atunci exista st

n—oo "

lim /a, st lim /a, =

n—o0 n—oo

Aratati ca

(a) lim Zkkﬂ =1

(b) lim Z b=

(c) lim Z kf’;ﬂ =1

n*)OO

(d) lim Z (% = 00

TL*)OO

(©) Jim 5 gyt =1

(f) limn® H kkz L =20,daca a = 1 si limn® H k§j—k16 = 0,daca a < 1.

n—oo 2+k 6 n—oo

n

. 10"v2 . . C e
Demonstrati ca ([10—”]> este un sir Cauchy de numere rationale a carui limita

nu este un numar rational.

Comentati afirmatia: daca (a,) este un sir convergent de numere reale iar f :

R — R este o functie injectiva atunci (f (a,)) este un sir convergent.

Stabiliti natura sirurilor: <(_1)n> ; (Vn); (ﬁ) ; (an) .

S

XX
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30.

31.

32.

33.
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Aratati ca lim (a, — b,) poate se existe fara ca ambele limite lim a,, si lim b, sa

n—oo n—oo n—oo

existe.

Aratati ca hm anb poate se existe fara ca ambele limite lima, si lim b, sa
n—oo n—oo

existe.
Exista siruri Cauchy care sa aiba doua limite diferite? Explicati raspunsul.

Aratati ca:

(a) lim (22 24 —1) =1

n—oo

(b) lim kX_: k(k+1§(k+2) = i

n—oo

i:(k3+k2)
(¢) lim 2=t— =

n—oo
I; k(k+1§(k+2)

n
D> 2

=

B L
(e) nh_{f)lol; ) (hr2) — X

Fie 0 < a < 1. Dovediti ca

(a) lima™=0

(b) limaw =1

n—oo

Demonstrati ca sirul ({/n), -, este descrescator si are limita 1.

poel



34.

35.

36.

37.

38.
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Indicatie. Aratatica (1 + %)n < n pentru n suficient de mare, apoi ca (n + 1)#1 <

1
nn.

Demonstrati Teorema lui Heine:

Fie f: ACR — R o functie si a un punct de acumulare al multimii A. Atunci
evista L := lim f(z) daca si numai daca [pentru orice sir (a,),, cu proprietatile:

r—a

a, € AN{a} pentru orice n > 1 si a, — a = f (a,) — L.

Aratati ca

(a) lim i In(1-%k"2%) =—In2.

o0 =p
(b) lim 3 (,/1+n—’z—1) =1
n—00 2

() lim 3° (i k) — 1, unde p € N\{11.

n—=00 k=1 \i=0

(@) lim S k(BT E—k) = occ.

Fie (ay),~, un sir de numere reale.. Sa se arate ca (a,,) este strict monoton (i.e.

strict crescator sau strict descrescator) daca si numai daca (a,, — ap11) (Gpi1 — Apio) >

0Vn > 1.

Fie (ay),~; un sir de numere reale. Este adevarata afirmatia: "(a,) este monoton

daca si numai daca (a, — ani1) (Gpi1 — Gpio) >0 V0 > 1"7

Sa se arate ca sirurile (sin 2&) si (cos 2%) sunt divergente.
2 4

xxii
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39. Fie (an),>o un sir definit prin recurenta: ag # 0, a, = arctga,i, pentru orice

n > 1. Sa se calculeze limita sa.

40. Sa se arate ca nu exista siruri strict crescatoare de numere naturale (a,),~, cu

propritatea ca a, + a,, = ay,;, pentru orice n,m € N*.

41. Fie a,b € R. Sa se arate ca

(a) lima™ =1, unde! =0daca|a| <1,l=00dacaa >1sil=1dacaa=1.

a’— a+2|e”
(b) lim |QJ3|+|(1£|1)(+&2_‘2)‘8M = [, unde | = 0 daca a € R{\{2}, | = oo daca

a?—1
a+3

ae€{-3,2}sil=

daca a € R*\{-3}.
na—(—1)"

(c) Sirul (M) este convergent.
n>1

(d) lim az;(;)ﬂ)n =0, unde a,b > 0.

: Itata’4-ta” ;
(e) Daca |a|,|b] < 1saula|,|b] > 1 sirul (%)na este divergent daca

si numai daca 1 < |b| < |al si ab > 0.

42. Sirul (a,), >, are limita a € R. Sa se arate ca lim {/a, = V/a.

n—oo

43. Sa se arate ca

1 dacaa<1

@

. nl(n+2k)! "
(a) lim [ ((n:k)!)} =9 ¢ dacaa=1

n—o0

oo dacaa>1

\

xxiii



CONTENTS — MANUSCRIPT

n—oo

. n 2
(b) lim <n — ];1 Ziﬁﬁé) =32

. a+B8yvn+l+yv/n+2
(c) Jim nln e vess =

—% pentru orice o, 3,7 € R%.

. n 1 o
() Hm 2 e =]

(e) limn~! Xi: (Vn®+k+ k:)il =0.

n—oo
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A 0.1 Serii de numere reale

Seriile sunt extinderi naturale si riguroase ale sumelor finite. Fundamentam astfel prin

notiunea de "serie" sintagma "suma cu un numar infinit de termeni" folosind limita

i
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unui sir de sume finite. Astfel, seriile sunt cazuri particulare de siruri. In consecinta tot
ce s-a tratat in precedentul capitol este valabil pentru serii. In plus vom da noi criterii

de convergenta specifice doar seriilor.

0.1.1 2.1. Definitia unui serii. Convergenta si divergenta

Desigur, este imposibil sa adunam un numar infinit de termeni, in general. De aceea
vom apela la notiunea de limita pentru a defini riguros o "suma infinita".
Definitia 2.1.1. Fie (a,),~, un sir de numere reale. Definim cu ajutorul

acestuia sirul (sn),>, astfel:

St =a1,S2=a1 +az,83=a1 +ax+as, -+ ,S,=ar+ax+ -+ a,- -

n

Sirul astfel definit, adica sirul (Z ak> , se numeste serte cu termenul general
k=1 n>1

a, St se noteaza cu unul dintre simbolurile

o0
Y an, Y. an, a1+ as+ -+, sau, cand nu exista pericol de confuzie, E -
n=1 n>1

n o0
Suma s, = > a se numeste suma partiala de ordinul n a serieiy , a,. Spunem
k=1 n=1
ca seria Y a, este convergenta daca sirul sumelor sale partiale este convergent; in
caz contrar spunem ca aceasta serie este divergenta. A studia natura unei serii
inseamna o investiga daca seria este convergenta sau divergenta. Limita S -finita sau

infinita- a sirulut sumelor partiale, daca exista, se numeste suma seriet; identificam,

il
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(0.0
in acest caz, simbolul seriei cu suma sa, adica scriem S = > a,, sau, echivalent,
n=1

n—oo

o0

lim s, = > a,.

n=1

Altfel spus, o serie este sirul sumelor partiale.

Seriile al caror indice de insumare nu porneste de la 1 se definesc analog.

In matematica si in aplicatiile in inginerie seriile joaca un rol important, in-
deosebi in estimarea aproximativa a unor valori imposibil de determinat exact. De aceea
suntem interesati de doua probleme esentiale legate de o serie data: natura seriei si

estimarea exacta sau aproximativa a sumei.

Observatia 2.1.1. Este important de subliniat ca natura unei serit nu este
afectata de modificarea unui numar finit de termeni; in schimb, daca seria este conver-

genta, suma sa este afectata de eventuale modificart ale termenilor.

Observatia 2.1.2. Seria Y a, este divergenta daca si numai daca

n>1
lim s, nu exista, lim s, = oo, sau lim s, = —oc.
n—oo n—oo n—oo

Observatia 2.1.3. Daca m este un intreg pozitiv fizat si > a, este o serie
n>1

numerica, atunci seria Y, a, se numeste restul de ordinul m a seriei date. De-
n>m-—+1

sigur, seria Y, a, este convergenta daca si numai daca restul sau ( de orice ordin) este
n>1

&) &)
convergent; in acest caz avem egalitatea . a, = Sy + Y. ay.
n=1 n=m+1

v
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Exemplul 2.1.1. Pentru seria Z e +1) suma partiala de ordinul n este s, :=
Z k+1 = > % — 75 = | — 7i7; deci suma sa este egala cu 1, adica Z nn+1) =1
k=1 =1

In schimb Z n( n+1 = % si Z n( n+1 = S12+ z n( n+1

Seriile geometrice, pe care le definim mai departe, sunt serii de mare impor-

tanta practica. Ele sunt utilizate de multe ori la studiul naturii altor serii, prin asa

numitele criterii de comparatie.
Teorema 2.1.1. Serii geometrice. Fie a,q € R,a # 0. Atunci seria

o0
geometrica > aq™ = aq+ ag® + -+ este convergenta daca si numai daca |q| < 1; in

n=1
)
aq

n __
acest caz ) aq" = L.
n=1
Demonstratie. Deoarece suma partiala de ordinul n este suma unei progresii

geometrice cu ratia ¢ avem

an, daca g =1

Nk
aq” = n
,; q {a%, daca q # 1

Concluzia teoremei decurge imediat din faptul ca lim a - n = signa - 0o, si din faptul

ca pentru ¢ # 1 sirul (¢") este convergent -si are limita 0- daca si numai daca |¢| < 1.1

Observatia 2.1.4. Daca in seria geometrica primul indice este 0 atunci

chiar daca q = 0, deci convenim ca 0° := 1.

S ag" =a+aq+ag®+ -
n=0
Exemplul 2.1.2. )’ (%)n = %1% = 2. Deci seria este convergenta si suma
n=1 3
sa este 2.
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L = 3. Deci seria este

.:17

Wl

Exemplul 2.1.3. Y} (3)" =142+ (%)2 +
n=0
convergenta si suma sa este 3. De altfel seria noastra este restul de ordinul 1 al seriei

de la exemplul precedent.
Exemplul 2.1.4. > (%)n = 00. Deci seria este divergenta si suma sa este

n=1

oo
Exemplul 2.1.5. Seria ) (—%)n este divergenta si nu are suma, deoarece
n=1

sirul sumelor partiale nu are limita.
(0. 0]
Z I
3"
n=14

Exemplul 2.1.6. Restul de ordinul 13 al seriei )’ % este
n=1

1 1 _ 1
131411 7 1313.14°

13
Un prim criteriu de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi decurge ime-

diat din teorema sirurilor monotone.
o0
Propozitia 2.1.1. Fie a,, > 0 pentru orice n € N. Atunci seria Y a, este
n=0

convergenta daca st numai daca sirul sumelor partiale este superior marginit.

O teorema cu demonstratie simpla, dar deseori extrem de utila la stabilirea

divergentei unei serii este testul limitei.
oo
Teorema 2.1.2. Testul limitei. Daca seria Y a, este convergenta atunci
n=1

lim a, = 0.
n—oo

vi
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o0
Demonstratie. Deoarece ) a, este convergenta rezulta ca

n=1
n n—1 0o fe’e)
lima,=lim ( Y ag— > ar ) => an— > a, =0.1
n—oo =00 \ k=1 k=1 n=1 n=1

Exemplul 2.1.7. Conform testului limitei si exercitiului 35 de la capitolul

precedent, seria »_ > (\ /14 L — 1) este divergenta.

n=1k=1

Implicatia inversa (in testul limitei) nu este adevarata, dupa cum rezulta din

urmatorul contraexemplu.

[e.e]
Exemplul 2.1.8. Seria armonica ) % este divergenta, iar termenul sau
n=1

general tinde la zero.

n
Intr-adevar sumele partiale de ordinul n, s,, :== ) %, formeaza un sir crescator.
k=1

Daca vom arata ca (s,) are un subsir (s; ) nemarginit urmeaza imediat ca (s,) - deci

seria armonica - este divergenta. Alegem i,, = 2". Avem

2" 1 2" 1 n—1 2741 4 n—1 2it+1 1 n—1 .
IR e T N G R T e T
n-11
:1+k:0§:1+§—>00

oo
si afirmatia este dovedita. Deci ) < = oco.
n=1

Extindem seria armonica astfel:

vii
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oo
Teorema 2.1.3. Seria armonica generalizata ) — este convergenta
n=1
daca si numai daca o > 1.
1 -1
Demonstratie. Daca v < 1 atunci ;5 > 7 pentru orice k; deci Z DD

si, cum seria armonica este divergenta, avem T}LIIOIO Z 7a = 00, l.e. seria armonica
k=1
generalizata este si ea divergenta.
Fie acum a > 1. Sa remarcam ca sirul sumelor partiale (s,),., este strict
crescator. Daca aratam ca el este si marginit superior atunci dovedim ca este convergent

(teorema sirurilor monotone si marginite). Sa aratam acest lucru folosind tehnica de la

exemplul 2.1.8. Avem

on ) n—1 2¢+1 n—1 2¢+1 ) — 2i+1
Sp < Son = ]g_oé:1+2 Z k: <1+Z Z Ek S Z Z
k=1 i=0 k=2i+1 1=0 k=2i4+1 1=0 k=2i+1
<1 =1+ —A <ol
+ Z (Qa 0 + o O

Incheiem sectiunea cu un criteriu de converganta pentru serii cu termeni poz-
itivi.
Teorema 2.1.3. Criteriul de condensare a lui Cauchy. Fie (a,),-, un
o)
sir descrescator de numere pozitive. Atunci seria Y, a, este convergenta daca si numai

n=1

o0
daca seria Y 2"asn este convergenta.
n=1

viil
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0.1.2 2.2. Operatii cu serii convergente

Similar sirurilor, seriile convergente pot fi usor adunate, scazute , multiplicate cu nu-

mere. Inmultirea a doua serii este mai complicata; de aceea o tratam separat.

oo o0
Teorema 2.2.1. Operatii cu serii convergente. Fie > a, si > b,, doua
n=1 n=1

serii convergente si o € R. Atunci:

1. Seria Y a, + b, este convergenta si > a, +b, = > an+ > by.
n=1 n=1 n=1

n=1

0.) o oo 0.)
2. Seria Y a, — b, este convergenta si »_ a, —b, = > a, — > by.
n=1 n=1

n=1 n=1

oo o0 [e.9]
3. Seria > aa, este convergenta si Y aa, =« Y, a,.
n=1 n=1 n=1

Demonstratie.

O alta proprietate a sumelor finite generalizabila la sumele unor serii conver-
gente este urmatoarea:

Propozitia 2.2.2. Fie ) a, si > b, doua serii convergente astfel incat

n=0 n=0
o oo
a, < b, pentru orice n € N*. Atunci > a, < Y. by.
n=0 n=0

Demonstratie.

1X
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0.1.3 2.3. Criterii pentru serii cu termeni oarecare

Criteriul general de convergenta a lui Cauchy de la siruri are o exprimare eleganta la

o0
serii. Observam ca, pentru seria » | a, diferenta sumelor partiale s, si s, este
n=0

Sn4p — Sn = Qni1 + Qpyo 00+ Aptp

Obtinem astfel:
Teorema 2.3.1. Criteriul general de convergenta a lui Cauchy. Seria

o0

> a, este convergenta daca si numai daca
n=0

Ve > 03n. € N |apt1 + Gpyo + -+ + appp| < €Vn > n, si Vp € N*.

Atunci cand semnul termenului general se modifica in functie de indicele de
insumare este adesea posibil sa putem dovedi convergenta seriei cu teorema lui Abel.
Teorema 2.3.1. Teorema lui Abel. Fie (ay),s; ¢ (uy),s; doua siruri

numerice astfel incat

(1) (an),>, este un sir descrescator de numere pozitive cu limita nula, i.e. oy \, 0;

n

> U

k=0

(17) exista o constanta pozitiva M astfel ca < M pentru orice n € N*.

o
Atunci seria Y ayuy, este convergenta.
n=0
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O consecinta a teoremei lui Abel este criteriul lui Leibniz pentru seriile alter-

nate.
[e.¢]
Definitia 2.3.1. Spunem ca seria Y u, este o serie alternata daca u,, -
Uny1 < 0 pentru orice n € N. Deci Y u, = > (—1)" Juy| sau > up = > (=1 uy) .
n=0 n=0 n=0 n=0

Luand acum u,, = (—1)" in teorema lui Abel obtinem (pentru M = 1) urma-
torul corolar.
Consecinta. Criteriul lui Leibniz. Daca «, \, 0 atunci seria alternata

oo
> (=1)" au, este convergenta.
n=0

0.1.4 2.4.Absolut convergenta si convergenta neconditionata

O clasa importanta de serii numerice este aceea a seriilor absolut convergente.

(e o]

Definitia 2.4.1. Spunem ca seria »_ a, este o serie absolut convergenta
n=0

(e .o]
daca seria modulelor >’ |a,| este o serie convergenta.
n=0

Absolut convergenta implica convergenta.

Teorema 2.4.1. O serie absolut convergenta este o serie convergenta. Daca

o0

> a, este o serie absolut convergenta atunci
n=0

o
> an
n=0

(0.)
< X lan
n=0
Demonstratie. Vom folosi criteriul general de convergenta a lui Cauchy de

X1
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oo
doua ori. Fie > a, o serie absolut convergenta. Fie € > 0. Conform criteriului general
n=1

de convergenta a lui Cauchy rezulta ca exista un rang n. € N astfel incat

|an+1| + |an+2| + - |an+p| < €Vn Z nean Z 1.
de aici rezulta ca
‘anJrl + Qpyo + - 'aner‘ < ’an+1’ + ’@n+2’ + e ’an+p| < €eVn > ne, Vp > 1.

Prin urmare, conform criteriului general de convergenta a lui Cauchy rezulta ca seria

o0
a, este convergenta.
n=1
Deoarece lim |ag+ ay + -+ a,| < lim |ag| + |a1| + - - - |a,| urmeaza imediat
n—oo n—oo
[e.9] o0
ca | an < 3 Jas W
n=0 n=0
Desigur, reciproca acestei teoreme este falsa, dupa cum arata urmatorul con-
traexemplu.
fe’e) 1
. . ) n—
Exemplul 2.4.1. Seria armonica generalizata ) (—1)"" " - este absolut
n=1

convergenta daca o > 1; in schimb daca a € (0,1] ea este convergenta fara sa fie
absolut convergenta.
S-a incetatenit (prin abuz de limbaj) termenul de serie semiconvergenta.
Definitia 2.4.3. O serie care este convergenta dar nu este absolut convergenta

poarta numele de serie semiconvergenta.

Exemplul 2.4.2. Seria ) In (1 + %)(71)” ,unde o < 0, este semiconvergenta.

n=1

xii
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Natural, inmultirea seriilor trebuie sa fie similara inmultirii sumelor finite.
Aceasta remarca ne conduce la definirea produsului Cauchy a doua serii.

Definitia 2.4.2. Fie Y a, si Y, b, doua serii. Seria > ¢, unde ¢, :=

n oo o0
> agbn_k se numeste produsul Cauchy a seriilor > a, si > by,.
k=1 n=0 n=0

Absolut convergenta a doua serii atrage absolut convergenta produsului Cauchy.

Mai mult:

[e.e]

Teorema 2.4.2. Teorema produsului Cauchy. Daca seriile > a, si
n=0

> b, sunt absolut convergente atunci si produsul lor Cauchy este absolut convrgent,
n=0

tar suma produsului Cauchy este egala cu produsul sumelor celor doua serii, adica

Z Z akbnfk = z Ap* Z bn
k=1 n=0 n=0

n=0

Demonstratie.

o0
Definitia 2.4.3. Seria ) a, converge neconditionat daca si numai daca

n=0
o o oo
pentru orice bijectie 0 : N — N seria ) ag(n) converge si Y Gomy = . an. Daca seria
n=0 n=0 n=0

converge, dar nu converge neconditionat, spunem ca ea converge conditionat.

Teorema urmatoare, a carei demonstratie este mai laborioasa si o omitem,
afirma echivalenta dintre convergenta neconditionata si convergenta absoluta. Acest
fapt este deosebit de util, deoarece in practica este de multe ori mult mai usor de

verificat absolut convergenta unei serii decat convergenta tuturor seriilor obtinute prin

xiil
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rearanjarea termenilor.

[e.e]
Teorema 2.4.3. Seria » a, converge neconditionat daca si numai daca ea
n=0

converge absolut.

Uneori avem nevoie sa descompunem o serie in mai multe parti. Pentru o
asemenea rearanjare folosim seriile duble. Pentu simplitate vom analiza aici doar con-

vergenta seriilor duble cu termeni nenegativi.

Definitia 2.4.4. Pentru orice i,j € N definim perechea (i,j5) = {i,{i,j}} si

definim NxN := {(,j) i, j € N}. O familie (dublu indezata) de numere {a; ;) }

i,jeN
oo o0

este o functie definita pe NxN cu valori in R. Spunem ca seria dubla > > a., este
i=04j=0

o0
convergenta daca si numai daca pentru orice i € N seria Y | a., este convergenta st,
i—0 »

o0 o0 oo o0
in plus, seria Y [ > a, | este de asemenea convergenta. Uneori scriem > a,
i=0 \j=0 i=0 =0

[ olNe o}
inlocde Y > a,..

i=0 j=0

Teorema 2.4.4. Fie {a(ivj)} o familie de numere nenegative.  Atunci

1,JEN

[ olNe o}
seria dubla Y > a,  este convergenta daca si numai daca pentru orice bijectie o :
i=05=0

[o. ole o]
NxN—NxN seria > > a,.., este convergenta. In acest caz sumele lor coincid.
i=0 j=0 ’

Xiv
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0.1.5 5. Serii cu termeni pozitivi

Criteriile de convergenta pe care le insiram mai departe se pot folosi nu numai pentru
seriile cu termeni pozitivi ci si pentru a analiza absolut convergenta unor serii al caror

termen general are semnul variabil.

o0 o0
Teorema 2.5.1. Criterii de comparatie. Fie doua serii Y a, si > b,
n=0 n=0

cu termeni pozitivi.

1. Criteriul 1. Daca exista in numar natural ng astfel incat a, < b, pentru orice

n > ng atunci

(o0} o0
(a) convergenta seriei » | b, implica convergenta seriei » , ay;

o0 [e.°]
(b) divergenta seriei > a, implica divergenta seriei > by,.
n=0 n=0

2. Criteriul II. Presupunem ca exista | := lim 4=

n—o00 bn

(a) Daca [ este finita si nenula (i.e. [ € (0,00)) atunci cele doua serii au aceeasi

natura.
o o
(b) Daca l = 0 si seria »_ b, este convergenta atunci si seria » a,, este conver-
genta.

XV
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[e.9] o0
(¢) Daca | = oo si seria Y b, este divergenta atunci si seria »_ a, este diver-

genta.

3. Criteriul III. Daca exista in numar natural ng astfel incat “== < " pentru

an  — bn
orice n > ng atunci
o0 o0
(a) convergenta seriei Y b, implica convergenta seriei Y ay;
n=0 n=0
o0 o0
(b) divergenta seriei Y a, implica divergenta seriei »_ by,.

Teorema 2.5.2. Testul raportului (D’Alembert). Fie ) a, o serie cu
n=0

termeni pozitivi.

(0.)
L. Daca ezista q < 1 astfel incat == < q pentru orice n atunci seria ) a, este
n
n=0
convergenta.
o0
a ‘ . .
2. Daca =%+ > 1 pentru orice n atunci seria a, este divergenta.
" n=0
3. Sa presupunem ca exista | ;= lim “2*,
n—oo 9n

o0
(a) Daca | <1 atunci seria Y a, este convergenta.
n=0

(b) Daca | > 1 atunci seria ) a, este divergenta.
n=0

xXvi
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Teorema 2.5.3. Testul radicalului (Cauchy). Fie ) a, o serie cu ter-
n=0

meni pozitivi.

o0
1. Daca exista q < 1 astfel incat /a, < q pentru orice n atunci seria Yy a, este
n=0

convergenta.

[e o]
2. Daca /a, > 1 pentru orice n atunci seria Y a, este divergenta.
n=0

3. Sa presupunem ca exista | := lim {/a,,.

n—oo

o0
(a) Daca |l <1 atunci seria Y a, este convergenta.
n=0

(b) Daca | > 1 atunci seria Y a, este divergenta.

n=0

oo
Teorema 2.5.4. Criteriul lui Kummer. Fie ) a, o serie cu termeni

n=0
pozitivi . Presupunem ca exista un sir de numere pozitive (o), -, St un numar natural
ng astfel incat
o0
1. exista ¢ > 0 iar O‘naZﬁ — Qg1 = q pentru orice n 2> ng; atunct seria a, este
n=0

convergenta.

o
2. O‘naail — apy1 < 0 pentru orice n > ng; atunci seria Y, a, este divergenta.
n
n=0

xXvil
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Consecinta. Testul Raabe-Duhamel. Fie > a, o serie cu termeni pozi-
n=0

tivi st ng.un numar natural.

1. Daca exista exista ¢ > 1 astfel incat n (— — 1) > q pentru orice n > ng atunci

an
An+1
o0
seria Y a, este convergenta.

n=0

o0
2. Daca n (ﬁ — 1) < 1 pentru orice n > ng atunci seria Y a, este divergenta.
" n=0

3. Sa presupunem ca exista | := limn (a“—il — 1) .

(a) Daca |l > 1 atunci seria Y a, este convergenta.
n=0
(b) Daca | <1 atunci seria Y a, este divergenta.

n=0

0.1.6 6. Calculul aproximativ al sumelor unor serii conver-

gente

Sumele seriilor convergente ce apar in tehnica nu se pot calcula exact, in general.
Dar, folosind estimari adecvate ale restului unei asemenea serii, putem calcula suma

acesteia cu acuratetea ceruta de problema concreta cu ajutorul sumelor partiale. In

XVviil
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acest paragraf trecem in revista cateva modalitati de estimare a restului si de aproximare

a sumelor unor serii convergente.

oo o
Reamintim ca seria ) a, are aceeasi natura cu seria 1, = »_ a,, (restul
n=0 m=n+1

de ordinul n). In plus

[e.e]
seria Y a, este convergenta daca si numai daca lim r, = 0;

n=0 n— o0

in acest caz s = s, +1,, unde s este suma seriei, iar s,, este suma partiala de ordinul n.
Cu alte cuvinte putem spune ca, daca n este suficient de mare, suma partiala de ordin

n aproximeaza suma exacta s. Scriem

si, in acest caz, spunem ca s,, aproximeaza suma s, iar eroarea in aceasta aproximare

este |ry|.

Prima estimare o facem pentru seriile a caror convergenta o putem stabili cu

testul raportului.

o0

Teorema 2.6.1. Fie ) a, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca ezista
n=0

q < 1 astfel incat “*= < q pentru orice n € N. Atunci suma restului de ordin n verifica

inegalitatea

a
rn < 1”“ Vn € N.

Demonstratie.
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Daca putem stabili convergenta unei serii cu testul radicalului, estimarea
restului este similara.
oo
Teorema 2.6.2. Fie Y a, o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca ezista

n=0

q < 1 astfel incat /a, < q pentru orice n € N. Atunci

Demonstratie.

Pentru seriile alternate care verifica ipoteza criteriului lui Leibniz termenul de
ordin n + 1 asigura o estimare a restului de ordin n.
= 1
n— 4 .
Teorema 2.6.3. Daca Y (—1)""" «, este o serie alternata, o, \, 0, iar r,

n=1

este restul de ordinul n atunct

] < 22 vy € N
l—q

Demonstratie.

XX



B

CONTENTS — MANUSCRIPT

0.1.7 7. Exercitii

oo
1. Fie m € N si a,, € R pentru orice n > m. Definiti seria ) a,.

n=m

2. Scrieti termenul general pentru seriile:

= = =
Wl Wl Wl
+ 1+
(S]] ot ullw
+ o+ 4+
~|w |t ot
+ 0+
NeJPt s ReJEN| NeJEN
+ o+ o+

~~
[o¥
N—
(SN
|
-
_|_
-
|
%)
_l’_

(€ 1+3+2+2+4--
(f) 1+5+3+5+0+5+--
(g ~14+1—14+1—1+---
) b8+ 5-F+-
) 3+B+ B+
3. Calculati (daca exista) sumele seriilor:

(a) 242042 +22 4.
(b) > 373,
n=0

(d) 271 +272 4273 4 ...

poel
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© 3
(f) 2+27 14214272422+ ...

(&) > ey a>1.
n=1

o0 [e.e] o0

4. Dati un exemplu de doua serii » | a,, > b, divergente pentru care seria »  a,+b,

n=1 n=1 n=1

este convergenta.

5. Verificati conditia necesara de convergenta (testul limitei) pentru seriile de mai
jos.
(a) s+3+35+ -
1.,3,.5
(b) 3+5+5+--

HORNCIENS

()

W=

(d) V24 V3+Va+--
(e) sin /2 + sin 715 + sin 7v/10 + sin 7/17 + - - -

oo o0
6. Este posibil ca doar una dintre seriile ) a,, >_ b, sa fie divergenta iar seria
n=1 n=1

o0
> an + b, sa fie convergenta?

n=1

o0 o
7. Este posibil ca seria ) aa, (unde a € R) sa fie convergenta iar ) a, sa fie
n=1 n=1

divergenta?
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8. Convertiti fiecare dintre urmatoarele numere in fractii. Aici bara deasupra unui

grup de cifre indica periodicitatea grupului respectiv.

9. Demonstrati Propozitia 2.1.1.

10. Calculati sumele seriilor > a,,.
n=1

(h) an =n® (Vn+1={¢n),a <3
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(i) ap =L (U +21+--nl).
11. Demonstrati Propozitia 2.2.2.

12. Studiati natura seriilor de mai jos folosind criterii de comparatie adecvate ori

testul limitei.

(a) 2—2+2—2+4---

1 1 1 1
O Btvmtmtast

1 1 1 1
© Ztamtamtast

13. Explicati de ce din faptul ca din lim a,, # 0 rezulta ca seria ) a,, este divergenta.

n—oo

14. Studiati natura seriilor de mai jos folosind criteriul raportului.
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15. Demonstrati criteriul de condensare a lui Cauchy.

Indicatie. Folositi ideea demonstratiei facute la seria armonica.

o0
16. Demonstrati ca seria »_ a, este absolut convergenta daca si numai daca sirul
n=1

n
(Z ak) este marginit.
k>1

k=1

17. Studiati natura seriei cu ajutorul criteriului radicalului.

o
18. Aratati ca seria > (—=1)""" L este convergenta aratand ca sirul sumelor partiale
n=1

este fundamental.

n

> (=D

k=m

Indicatie. Aratati ca

+ % Atentie la faptul ca m si n pot fi

impari sau pari!
19. Studiati natura seriei.

(&) g+2+2+3+-

XXV
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(8) 71 322+1
S ()
: = 2n—+1
(1) nz::l (D)% (nr2)
0 5 ()
o~ 1
(k) nglnlnn—vsln2n
O X v
) 5 v
(n) > 2%
n=1
(0) > 2
n=1
) 5%
(@ > =&
n=1
(r) > &
n=1
(s) > ==
n=1

CONTENTS — MANUSCRIPT
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o0
20. Aratati ca sirul (a,),~, este convergent daca si numai daca seria ) (an4+1 — an)
o n=1

[o¢]
este convergenta si ca, in acest caz lima, = a; + Y (api1 — ay) .

n—00 n—1

21. Folositi propozitia 2.1.1. pentru a demonstra teorema sirurilor monotone.

22. Studiati natura seriei cu termenul general a,,.

(a) a, =a",a>0

(b) ap=0a"",a>0

(¢) an=%,a,b>0

(d) a, =22 unde z,a € R

!
(e) an:%undexeR

() an=n"'%/(a+1)(a+2)--(a+mn), unde a >0
(8) an = i

(h) an, = arctgmr—

(i) ap =3""'sin %, unde z € R

j an:a”2 aecR
(1) :

XXVil
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o
Fie ) a, o serie convergenta si (ny),~, un sir strict crescator de numere naturale
o0

23.

n=1
ng—1

cung = 1. Fie Ay := > a; pentru orice k € N. Aratati ca seria ) Ay este
k=1

1=ng_1

o0 o0
convergenta si y_ Ay = > ay.
k=1 n=1

24. Studiati convergenta seriilor de mai jos

A
£
8
=B

3
Il
—

—~
o
N—
18
/N
NE
S|l=
=l v
N———
V)

3
Il
—

12 ) -2

—
e

SN—

(78
/N
S
3 —_—

n=1
d 3 arcsin ——
W & woinds
1 1 1 1
(¢) Via + VAT + V710 + V1013 +o

() sin $/ 3

n=1

[.°] n3
(8) 2_31 In 5=
() 3 In /35

_

N—
8
:T|H
3

3
Il
—

o
N—
(18
3
5~
3

1

(k) Zl nlnnlnlnn

1) niozl (1 — COoS %)

n!
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00 ol
() 2. 55
n=

S (O |
(0) 20 %5
n=

o0

25. Sa se studieze natura seriei armonice generalizate Y, = folosind testul limitei si
n=1

criteriul de condensare a lui Cauchy.
26. Determinati suma seriei.

la|",;aeR

=
8
3

3
Il
—

G
8
)
t:

3
Il
—

—
¢}
N—
(]
N
N
+|3
=

3
Il
—

~—
Q.
N—
(]
NS
3|3
+11
N\

3
Il
—

(a+1)(a+2)...(a+n)
GDr2) im0 @~ 0 <1

S
8

n=1
x n2 .. o0 1

(f) > %pstiindca ) & =e
n=1 n—=0
s o0

(&) > Z—? stiind ca ) % —e.
n=1 n—=0

n
27. Aratati ca sirul (c,),s,, unde ¢, = (Z %) — Inn este convergent si limita sa,
- k=1
notata cu c¢ si numita constanta lui Euler, este in intervalul (0, 1) . Demonstrati

o
apoi ca » + —InZ
n=1

= C.

28. Studiati convergenta seriilor urmatoare.

XXX
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29. Demonstrati ca suma a doua serii absolut convergente este o serie care converge

absolut.

30. Este posibil sa decidem natura seriilor de mai jos folosind criteriul lui Leibniz?
Analizati daca aceste serii sunt absolut convergente, semiconvergente sau diver-

gente.

1 1 1 1 1 1
(a) Vil Vel T VAT VAR T Va1 Vi T

XXX
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32.

33.

34.

35.
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Dati un exemplu de serie absolut convergenta a carei suma nu coincide cu suma

seriei modulelor.

Intre graficele functiilor f, g : (0,00) — R, f (z) := 1, g (x) := %2 ducem segmente

x
echidistante, paralele cu axa Oy. Este suma distantelor dintre aceste segmente -
consecutive si aflate la stanga punctului lor de intersectie- finita? Dar a celor

aflate la dreapta acestui punct?

1

Rezolvati problema precedenta pentru functiile f, g : (0,00) — R, f (z) := 5,9 (2) :

1
2
Studiati natura seriilor, a sumei si a diferentei lor.

0 . 0 _ 1\ _,2
() 3 5 si 3 S
n=

n=1
(e e} o0
(b) 3 Mt si 3 S
n=1 n=1
oo o0
1 1
(c) 7;1 on St 7; nt1

[e.9]
Fie ) a, o serie absolut convergenta si (c,),~, un sir marginit. Dovediti ca seria

n=1
[eS)

ana, converge absolut.
n=1

xXxx1
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36. Studiati natura produsului seriilor de mai jos.

o 1+n? = (=" —n?
(a) > sl Yy 5.

n=1 n=1

o0 . o . n__2
(b) Zl 1;23 si Zl( 1312 n?

n= n—=

A
&
8
$l=

“.
M8
¥

+ -
=

3
Il

—
3
|

37. Evaluati eroarea comisa prin inlocuirea sumei seriei cu suma primilor 100 de

termeni.

—~
&Y
SN—
gk
—~
|
[u—
S—
7
-
S

i
L

S
o
N—r
(18
T
—
N—
3
L
3~

3
Il
i

A
<)
18
3M| —_

3
I
—

2
8
3|~

i
o

A
<)
8
3|

3
Il
—

38. Determinati suma seriei /x + (¥ — /) + (V2 — /x) + (v — J/x)+- - -, unde

r e R
39. Cati dintre termenii seriei trebuie insumati astfel ca eroarea (comisa prin in-

locuirea sumei seriei cu suma finita corespunzatoare) sa fie mai mica decat 1072

(&) +a+5+-

b) 3+5+5+--

XxXxil
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CHAPTER 1
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CHAPTER 2
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CHAPTER 3

3. FORMULA LUI TAYLOR

Teorema lui Taylor (dupa numele matematicianului Brook Taylor care a dat
o versiune a teoremei in 1712) -teorema care ne ofera formula lui Taylor- este
un instrument fundamental in analiza matematica si in diversele sale aplicatii in
inginerie. Cea mai importanta dintre acestea ofera posibilitatea aproximarii, in
anumite conditii, a unei functii cu o functie polinomiala, facilitand astfel calculul
computerizat.

1. 3.1. Despre aproximarea functiilor

Multe probleme nu pot fi rezolvate exact. De aceea este firesc ca aceste prob-
leme sa fie inlocuite cu probleme "apropiate" rezolvabile exact, iar eroarea provenita
din inlocuirea solutiei exacte cu solutia problemei "apropiate" sa poata fi estimata.
Aceasta este problema Analizei numerice, un capitol al Analizei matematice cu
vaste aplicatii in practica de zi cu zi. Aproximarea limitei ¢ a unui sir convergent
cu termenul de ordinul n - sa zicem a,, - este acceptabila daca eroarea |a — a,,| este
mai mica decat un numar prestabilit - sa zicem ¢; scriem in acest caz a ~ a, si
spunem ca a este aproximativ egal cu a,, eroarea aproximarii fiinnd mai mica
decat e. Aceasta a fost tehnica pe care am folosit-o in aproximarile de la serii nu-
merice.

Sa consideram acum ca I este un interval de numere reale I (i.e. I este de
forma («, ), [, B), (o, 8], [, 8], [@¢, 0), (@, 0), etc.) caa € I sica f: I — R
este o functie. Fie acum z € I. Cea mai grosolana aproximare a valorii f (z) este
f (a), adica aproximarea cu o constanta: f(x) = f(a) . Eroarea in acest caz este
|f () — f (a)|, poate fi foarte mare si, in general este greu de estimat.

Daca f : [a,z] — R este continua, derivabila pe (a,z) atunci, conform teo-

remei lui Lagrange, exista ¢ € (a,x) astfel incat f'(c) = w Deci f (z) =
f(a)+ (z —a) f' (). Daca, in plus derivata este o functie continua pe [a, z] atunci
exista M > 0 astfel ca |f’ (t)] < M pentru orice ¢t € [a,z]. Prin urmare avem o es-
timare a erorii in aproximarea f (z) ~ f (a) data prin inegalitatea |f (z) — f (a)| <
M|z —al.

Teorema lui Taylor extinde in mod natural teorema lui Lagrange oferindu-ne
oportunitatea aproximarii controlate a unei functii cu un polinom (functie polino-
miala) de grad n.

xi
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2. 3.2. Teorema lui Taylor

Teorema lui Taylor extinde in mod natural teorema lui Lagrange oferindu-ne
oportunitatea aproximarii controlate a unei functii cu un polinom (functie polino-
miala) de grad n- polinomul lui Taylor de grad n.

Definitia 3.2.1. Fie I un interval si f: I — R o functie derivabila de n ori
i a € I, unde n € N. Functia polinomiala T, : R — R de grad mai mic sau egal
cu n definita prin

1 1 1 n
T (2) = f @)+ (a) (@ — a)+5; /" (a) (z — o)+ f" (@) (x — a)’+- ~+;f(”) (a) (z —a)
sau, pe scurt,
no1
To(z) =3 =% (a) (@ —a)"

k=0 k'
se numeste polinomul Taylor de grad n (asociat functiei f in punctul a). (Am
convenit ca derivata de ordin 0 este chiar functia, adica f©) = f si ca (x — a)o =1
chiar daca x© = a.) Daca a = 0 atunci T,, se numeste polinomul Maclaurin de

grad n (dupa scotianul Colin Maclaurin)
Functia R, : I — R definita prin

Ry (x) := f () — f (a)
se numeste restul de ordin n (asociat functiei f in punctul a). Daca a = 0 atunci
R,, se numeste restul Maclaurin de ordin n

Observatia 3.2.1. Restul de ordin n indica eroarea pe care o facem in aproxi-
marea f (z) ~ T, (z), adica atunci cand inlocuim valoarea exacta f (z) cu valoarea
aproximativa T,, (z) . In cazul n = 0 avem T, (z) = f (a), iar daca sunt indeplinite
conditiile din teorema lui Lagrange exista ¢ € I astfel incat R, (z) = (x — a) f' (¢).

Prin inductie matematica se arata ca:
Propozitia 3.2.1. Daca f este o functie polinomiala de grad n atunci polino-
mul Taylor de grad n asociat coincide cu f.

Similar se arata ca
Propozitia 3.2.2. Fie f este o functie derivabila de n ori in a si T, (x)

polinomul Taylor asociat. Atunci f*) (a) = 7 (a) pentru k =0,1,...,n.

Teorema care urmeaza ne da o estimare -similara celei date de teorema lui
Lagrange -a erorii din aproximarea f (z) =~ T}, (x) pentru un n natural oarecare.

Teorema 3.2.1. Teorema lui Taylor cu rest Lagrange. Fie I un interval,
f 1 — R o functie derivabila de n+ 1 ori si a,x € I,a # x. Atunci exista un
numar £ intre a si x (adica § € (min (a, ), max (a,x))) astfel incat

1
_ = r(nt+y o \n+l
R (@) = 7oy /"0 (€)= )
Restul de ordinul n in aceasta forma se numeste restul Lagrange iar formula
L | 1
—_ = r(k) _oNE L Y p(nt1) o \n+l
F@)= % 5V @) @0 + o F ) @ - a)

se numeste formula lui Taylor de ordin n cu rest Lagrange.
Demonstratie.
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Daca a = 0 obtinem formula lui Maclaurin.
Consecinta. 3.2.1. Formula Maclaurin. Fie I un interval astfel ca 0 € I,
f:I =R o functie derivabila de n+1 ori si & € I~ {0}. Atunci exista un numar
¢ intre 0 si x (adica & € (min (0,z),max (0,z))) astfel incat
LS| 1
— — fk) kg =

k=0

FOD (g et

O generalizare a teoremei de mai sus este urmatoarea.

Teorema 3.2.2. Teorema lui Taylor. Fie I un interval, f : I — R o functie
derivabila de n+ 1 ori, a,x € I,a # x si p € N*. Atunci exista un numar & intre
a si x (adica £ € (min (a, ) ,max (a,x))) astfel incat restul de ordin n sa fie

R (@) = o f040 ) - 17 (@ - o

Observatia 3.2.2. Daca in teorema de mai sus luam p = 1 obtinem restul
Cauchy: R, (z) = L "D (&) (z — €)" (x — a) . Cum ¢ este intre a si x rezulta ca
exista un 6 € (0,1) astfel incat £ = a + 0 (x — a). Prin urmare restul Cauchy se
poate rescrie sub forma

Ru() = - f (40— a)) (& — 0)"* (1 - 0)".

Definitia 3.2.2. Fie I un interval si f : I — R o functie. Daca f este
continua scriem f € C°(I) si spunem ca f este de clasa C° pe I. Daca f are
derivata si f' € CO(I) (adica f are derivata continua) scriem f € Ct (I) si spunem
ca f este de clasa C' pe I. In general, daca exista derivata de ordin n a functiei
fsi f") € CO(I) scriem f € C™(I) si spunem ca f este de clasa C™ pe I. Daca
f € C™(I) pentru orice n (i.e. f este indefinit derivabila) scriem f € C*(I) si
spunem ca f este de clasa C'*° pe I.

Conform teoremei lui Weierstrass, o functie continua pe un compact este marginita
si isi atinge marginile pe acest compact.

Consecinta 3.2.2. Daca f € C""[a,f] si a € (a, ) atunci exista M > 0
asfel incat eroarea in aproximarea f(x) =~ T, (z) sa fie mai mica sau egala decat
% |z —a"™, deci

n+1

| Ry ()] < |z —al

M
(n+1)!
Uneori este utila exprimarea restului din formula lui Taylor sub forma integrala.
Teorema 3.2.3. Formula lui Taylor cu rest integral. Fie I un interval,
f € C" (1) o functie derivabila de n+1 ori, a,x € I,a # x. Atunci

a8 [ @i @ a

f(z)="T,(x) + ol

Demonstratie.

Observatia 3.2.3. Exista doua modalitati de abordare in practica a erorii
data de teorema lui Taylor:
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e a priori, adica inainte de estimare: cand ne dorim o precizie € pe un
anumit interval in aproximarea f (z) = T, (x); atunci cautam un rang n
astfel incat |R,, (z)| < € pe acest interval;

e a posteriori, adica dupa estimare: cand polinomul T;, este cunoscut pe un
anumit interval si dorim o estimare a erorii in aproximarea f (z) ~ T, (z) .

Exemplul 3.2.1. Sa determinam un rang n astfel incat eroarea in aproximarea
Maclaurin e” ~ T}, (z) sa fie mai mica decat 10™* pe intervalul [—2,2].
Cum f®*) (z) = e® pentru orice k natural, rezulta ca T, (z) := 1 + %m +

52?4 -+ + La™ si, din teorema lui Taylor, urmeaza ca exista £ € (0,z) (sau
3

¢ € (z,0)) astfel ca Ry, (z) = mx”“. Deoarece © € [—2,2] avem |R,, (2)| <
E2 n+1 9 n+1 . . . —4 ..

(]l || < g 2", Dorim ca eroarea sa fie mai mica de 10™*, deci impunem

9 _on+l 1
€& G2 < 11
inegalitatea de mai sus ca sa obtinem acuratetea dorita. Se verifica imediat ca
n = 11 asigura acest deziderat. Prin urmare putem scrie ca e* ~ T (x) si putem
spune ca numarul Ti1 (z) aproximeaza numarul e* cu patru zecimale exacte cand

x € [-2,2].

Este suficient sa determinam cel mai mic n care verifiva

Observatia 3.2.4. Nu orice functie poate fi bine aproximata cu polinoame
Taylor dupa cum rezulta din urmatorul exemplu.
e~ = daca z > 0
0 daca x <0
derivabila pe R si ca f*) (0) = 0 pentru orice k natural. Prin urmare polinomul
Maclaurin de grad n este functa nula pentru orice n natural, iar restul de ordinul
n este R, (z) = f(x). Cum wlln;oe_% = 1 aproximarea f (z) ~ T, (z) = 0 este

Exemplul 3.2.2. Se arata ca functia f (z) = { este indefinit

grosiera cand x este mare.

Observatia 3.2.5. Calculatoarele au folosit vreme indelungata polinoamele
Taylor pentru calculul aproximativ al unor numere transcendente cu acuratete re-
zonabila. Acum calculatoarele folosesc diferite scheme de calcul -multe folosind
ideea aproximarii Taylor- pentru calculul mai rapid decat cel oferit de polinoamele
Taylor. Problema memoriei necesare procesarii unor asemenea scheme ramane una
cruciala. Totusi, in cazuri particulare de calcul aproximativ al unor numere tran-
scendente, formula lui Taylor da cele mai bune rezultate din punct de vedere al
rapiditatii si a memoriei necesare (vezi exercitiul 2.). Un instrument de aproximare
deosebit de puternic - aproximarea cu polinoame trigonometrice- va fi tratat la
capitolul Serii Fourier.

3. 3. Diferentiabilitate

In aceasta sectiune atasam unei functii care admite derivata de ordin n intr-un
punct a monoame de grad 0,1, ..., n asa numitele diferentiale de ordin 0,1, ..., n.
Astfel obtinem o interpretare mai buna a formulei lui Taylor si pregatim trecerea
la functii de mai multe variabile.

Definitia 3.3.1. Definitia diferentialei de ordin intai. Fie A C R o mul-
time, a un punct interior al multimii A (adica exista § > 0 astfel ca (a — §,a+ §) C
A)si f: A— R o functie. Spunem ca f este diferentiabila in a daca si numai
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daca exista o functie liniara L : R — R si o functie w : A — R continua in a cu
w(a) = 0 astfel incat

f(z) = fla) = L(z —a) + [z - a|w (2)

pentru orice x € A. In acest caz notam dof = L si spunem ca aceasta functie
liniara este diferentiala functiei f in punctul a (ori diferentiala de or-
dinul intai, notata si d.f). Daca A este o multime deschisa nevida- adica
toate elementele sale sunt puncte interioare- si f este diferentiabila in orice a € A
spunem ca functia f este diferentiabila (pe A), iar functia (de doua variabile)
df : A xR — R definita prin df (a,h) := dof (h) o numim diferentiala (totala
a) functiei f.

Observatia 3.3.1. Diferentiala unei functii intr-un punct, daca exista, este
unica.

Observatia 3.3.2. Diferentiala intr-un punct a unei functii liniare coincide
cu acea functie liniara. In particular, daca exista df, atunci dyd,f=d,f pentru
orice x € R.

Exista o stransa legatura intre diferentiabilitate si derivabilitate, asa cum arata
urmatoarea teorema.

Teorema 3.3.1. Legatura dintre derivata si diferentiala. Fie f : A C
R — R o functie si a un punct interior al multimii A. Functia [ este diferentiabila
in a daca si numai daca feste derivabila in a. In acest caz dof (h) = f'(a)-h
pentru orice h € R.

Demonstratie.

Observatia 3.3.3. Daca A este o multime deschisa nevida diferentiala functiei
identice 14 := ids (unde, reamintim, ids : A — A, ids (z) = x) este aplicatia
identica pe R. Intr-adevar daca a € A atunci derivata (id4) (a) = 1 si, conform
teoremei precedente, d,id4 (z) = x pentru orice z € R, adica d,ids = idg (vezi si
observatia precedenta). De aceea diferentiala functiei identice este numita si difer-
entiala variabilei independente -aici z- si se noteaza dr. Cu aceasta notatie
diferentiala functiei f in a este

dof = f' (a)dx
Derivata functiei f in punctul a se mai noteaza si % (a); deci facem identificarea

7= L),

Daca f: A — R este diferentiabila (pe A) atunci folosim notatia df = f' (z)dx
pentru diferentiala totala, iar pentru derivata notatia

p_ a4
f'_d:r'

Exemplul 3.3.1. Daca f (z) = 32° —sin 2z +arctg (1 + 4z) —In (1 + z%) + >

atunci diferentiala totala este df = = (35(1 — 2cos 2z + m — % + 565”) dx.
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Diferentiala functiei in origine este aplicatia liniara definita prin dg f = (—2 + ﬁ + 5) dr =

5dx, iar diferentiala functiei in origine calculata in punctul 13 este do f (13) = 5-13 =
65.

Din teorema precedenta rezulta urmatoarele proprietati ale operatorului de
diferentiere d.

Propozitia 3.3.1. Proprietati ale operatorului d. Daca f si g sunt doua
functii diferentiabile pe A, «,8 € R sunt doua constante si u : A’ — A este o
functie diferentiabila atunci

o d(af + Bg) = adf + Bdg - liniaritatea operatorului d;
e d(fg) = f'dg+ g'df -diferentiala produsului f - g;
o dl = M daca g (x) # 0,Vx € A- diferentiala catului L.

g g g’
o d(fou)= f'du- diferentiala compusei fou: A" — R.

Exemplul 3.3.2. Daca f (z) = tge? 9% atunci diferentiala totala este df =

1 tg2c) _ _ 1 tg2 _ 1 tg2c _ 2
cos? earctg2x d (ellT‘C 9 Z) T T cos2 earctg2x ellTC 9 fDd (ar0t92x) T cos?2 earctg2x ellTC g 1+4:I?2 d.’,[,'.
Diferentiala in origine este functia liniara definita prin dof = ﬁdm. In sfarsit,

diferentiala functiei in origine calculata in punctul cos? 1 este dgf (0052 1) =2.

Observatia 3.3.4. Derivata a doua a functiei f : A — R in punctul interior a €
IntA se defineste ca "derivata derivatei". Mai exact, daca e >0, (a —€,a+¢) C A
este o vecinatate a punctului a, iar f este derivabila pe (a — €, a + €) atunci derivata
de ordinul al doilea (derivata a doua) in a este derivata functiei f’ in acest punct,
adica f”(a) = % (a).

Similar introducem diferentiala a doua. Expresia "diferentiala diferentialei
de ordinul intai" este ambigua (vezi observatia 3.3.2). Vom cere insa diferentiabil-
itatea functiei pe o vecinatate a punctului a si vom impune diferentiabilitatea in
punctul a a functiei g (x) := d, f (k) ca mai jos.

Definitia 3.3.2. Definitia diferentialelor de ordin superior. Fie f :
A — R o functie diferentiabila pe o vecinatate V a punctului a € IntA, h € R.
Presupunem ca functia g : V. — R, g(x) := d,f(h) = f'(z) h este diferentiabila
in punctul a - deci, conform teoremei 3.3.1, f este derivabila de doua ori in a. In
acest caz spunem ca [ este diferentiabila de doua ori in a, ori, de doua ori
diferentiabila in a. Am obtinut functia liniara dog : R — R, dog (k) :=¢' (a) k =
f" (a) hk. Functia monomiala de gradul doi d*f : R — R, d2f (h) := f" (a) h? se
numeste diferentiala a doua - sau diferentiala de ordinul al doilea- a functiei
fin punctul a. Folosind diferentiala variabilei x (vezi observatia 3.3.3) avem

d2f = f" (a) da?.
Ca in cazul diferentialei de ordinul intai, daca f este derivabila de doua ori (pe A)
functia de doua variabile d*f (deci d2f : Ax R — R, (a,h) — d2f (k) = f" (a) h?)
va fi numita diferentiala (totala) de ordin doi a functiei f, iar pentru derivata
d>f

a Il-a vom folosi si notatia mai sugestiva: 5.
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Inductiv se definesc diferentialele de ordin mai mare: diferentiala de ordin
n este - in ipoteza existentei derivatei finite de ordin n:

o d'f = f" (a) dz" -diferentiala de ordin n in punctul a, deci mono-
mul df : R — R,d"f (h) = f™ (a) k" = TL (a) h";

d‘/EVL
. d;;f = f(™dz" -diferentiala (totala) de ordin n, unde f) = Zm,{ =
dz™
o convenim ca diferentiala de ordin zero este chiar functia, adica d°f =

fOdz0 = f si dof = f(a).

Exemplul 3.3.3. Fie f(z) = 22 — ¢?*. Diferentiala de ordin zero a functiei
in origine este —1. Diferentiala functiei in origine este dg f = (437 - 262‘”)1:0 dx =
—2dz. Diferentiala a doua a functiei in origine este d3f = (43: — 262””);:0 dz? =
=(4 — 462”7)I:U dz? = 0, unde 0 este functia nula. Diferentiala a treia a functiei in
origine este d3 f = (4 — 462”3);:0 dx® = Z(—8€2Z)m_0 dx® = —8dx?, iar diferentiala

. e . . 1 2 1\ _
a treia a functiei in origine calculata in punctul —3 este dgf (—5) =1.

Observatia 3.3.4. Reamintim ca daca f,g : A — R sunt doua functii deriv-
abile de n ori atunci derivata de ordin n a produsului fg este data de formula lui
Leibniz:

dn

ar _ N~ ok p(n—k) (k)
g 9 kz::oc”f g

Folosind aceasta formula deducem imediat ca varianta ei exprimata cu opera-
torul de diferentiere.

Propozitia 3.3.2. Formula lui Leibniz. Fie f,g: A — R sunt doua functii
derivabile de n ori. Atunci diferentiala de ordinul n a produsului celor doua functii
este

Cﬁd("’k)f ~d®g.
0

d" (fg) =

k

n

Formula lui Taylor se poate rescrie cu ajutorul operatorului de diferentiere.

Consecinta. Formula lui Taylor. Fie I un interval, f : I — R o functie
derivabila de n+ 1 ori, a,x € I,a # x si p € N*. Atunci exista un numar & intre
a si z (adica £ € (min (a, ) ,max (a,z))) astfel incat

f@) = & g o =0+ oyt (@ =)

4. 4. Formule lui Maclaurin pentru cateva functii elementare

5. 5. Aplicatii in algebra

Exemplul 3.4.1. Fie
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6. 6. Determinarea limitelor
7. 7. Determinarea extremelor

8. 8. Exercitii

(1) Folositi teorema lui Lagrange pentru a estima eroarea in aproximarea
fl@)~f (T%o) petru functiile definite mai jos.
(a) f:[-1,2] = R, f(x) =22 —1,
(b) f:[0,%] =R, f(z)=¢e"
(¢) f:[0,145] = R, f(z)=20—1
(d) f: [O,ﬁ] —R, f(z)=¢"
(2) Comentati afirmatia "eroarea care se face in aproximarea f (z) ~ T, (z)
este mai mica decat 1—10" daca
(a) f(z)=1,a=1
(b) f(x)=2,a=1.
(3) Demonstrati propozitia 3.2.1.
(4) Reprezentati grafic functia f si polinoamele Maclaurin de grade 0,1 si 2
pentru fiecare dintre functiile de mai jos.

(a) f(z)=1+z

(b) f(x) =1+ 22

(c) f(z)=x+ 23

(d) f(z)=In(l+z)

(e) f(z)=¢e"

(f) f(xz)=sinz

(&) f#)=cosa.
(h) f(z) = shx (shx := “=—).

x

(i) f(z) = chz (chw == €E—).
(5) Demonstrati propozitia 3.2.2.
(6) Sa se scrie urmatoarele polinoame dupa puterile lui (z 4 1) .
(a) f(x)=1+2z — 32
(b) f(x)=1-2x+ 323
(c) f(z) =1+ 2z —32% +2*
(d) f

d) f(z)= kzo apx®.

(7) Demonstrati Consecinta 3.2.2.
(8) Aratati ca un polinom Taylor de grad 2 pentru o functie adecvata ne da
aproximarea e®! ~ 1,10517 cu sase zecimale exacte.
(9) Demonstrati afirmatia de la Observatia 3.3.1.
(10) Aratati ca
(a) e =1,395;
(b) sin1 = 0, 840;
(c) chl =~ 1,543.
(11) Determinati diferentiala, diferentiala in @ = 1 si diferentiala in a = 1
calculata in punctul 3 pentru functiile de la exercitiul 1.
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(12) Fie R, [z] spatiul vectorial al functiilor polinomiale de grad mai mic sau
egal cu n, B, baza canonica B = {1,$ —1,(z— 1)2 N 1)"} si

B = {1,x+1,(w+1)2,~-- ,(x+1)”}.
(a) Fie n = 3. Sa se exprime urmatorii vectori in bazele B si B’
() f(z)=1+22— 2% -2
(i) f(z) =1-2x+ 323
(b) Fie n = 2. Sa se determine matricea de trecere
(i) de la baza canonica la baza B;
(ii) de la baza canonica la baza B’;
(iii) de la baza B la baza canonica;
(iv) de la baza B’ la baza canonica,
(v) de la baza B la baza B’';
(vi) de la baza B’ la baza B.
(¢) Fie n = 3. Coordonatele vectorului f in baza B sunt (1,1,1,1).
Folosind matricele de trecere adecvate sa se determine
(i) coordonatele vectorului f in baza B’;
(ii) coordonatele vectorului f in baza B..
n
(d) Fie f € R, [z], f(z) = 3. axz®. Sa se determine
k=0
(i) coordonatele vectorului f in baza B’;
(ii) coordonatele vectorului f in baza B..
(e) Sa se determine matricea de trecere
(i) de la baza canonica la baza B;
(ii) de la baza canonica la baza B’;
(iii) de la baza B la baza canonica;
(iv) de la baza B’ la baza canonica;
(v) de la baza B la baza B’;
(vi) de la baza B’ la baza B.
(13) Demonstrati afirmatia de la Observatia 3.3.2.
(14) Determinati extremele urmatoarelor functii;
(a) f(z) =sinz+cosz,xz € [-F, I]
(b z) =sinz —z,z € [-%, %]
(c x) =z +tgx
(d x) =sin3z — 3sinz,x € (—7, )
(e x) = 2z + arctgx
(f x) =sinz - cos?x,x € (—, )
(g r) =2 +62°+2,1 ¢ (—%,%)
(h x) =12%+2cosx + 3.
Raspunsuri.  a. fmax = f (%) = \/i, b. fmax = f (%) ;fmin =

f(—=%);c. nuare extreme; d. fnin = f (5) 5 fmax = f (3F) ; e. nu are ex-

treme; f. fmin = f (%) ; fmax = f (arccos %) ; fmax = f (_ arccos \/%) ;
g- fmin = f(O) = 2; h. fmin = f(O) =5.

(15) Determinati d?f, d3f si d f (—1) pentru functiile de la exercitiul 4.

(16) Demonstrati Propozitia 3.3.2.

(17) Estimati eroarea comisa la calculul expresiei f (1) prin utilizarea formulei
lui Taylor de ordinul 2 adecvata.

A
) S (
) [ (
) [ (
A
A
) S (
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(a) f(z)=1+2z.

(b) f(z) =2+ 322

(c) f(z) =2 — 22+ 23
(d) f(z)=In(1+2?)
(€) flx)=e™".

(f) f(z) =sin’®z.

(2) 7 (x) = cosa?,
(h) f(z) = shx

(i) f(xz) = ch2z

(18) Sa se determine f (1) cu doua zecimale exacte pentru functiile de la ex-
ercitiul 12.
(19) Determinati o margine superioara a erorii comise cand aproximam f cu
T, in a pe [a, (] .
(a) f(z)=e""a=0,n=10,]a,[] =[10,100];
(b) f(z)=sinz,a=0,n=10,[c,3] = [-F. %];
) 9
t

b

(c) f(x)=arctgz,a=0,n=3,[a,f] =[5, 5] -
(20) Determinati diferentiala de ordin n > 1 pentru functiile definite prin
(a) f(z)=In|z[;
(b) f(x) = 2%
(©) f(x) = we”;
) f(x) =xe" a # 1.
Raspunsuri. a. d"f = %ﬁfﬂ_l)!dm". b. d"f = 2%In" 2dz™. ¢
d"f =(z+n)e®dz" d. d"f = (a"z + %)e”dm”.
(21) Determinati cel ami mic n astfel incat |T,, (z) — f (x)| < € pentru orice
x € [a, 8], unde T, este polinomul Taylor de grad n asociat functiei f in
punctul a

a
b
c
d

(

(a) f(z) =e " a=0,[a,B]=[10,100],e = 1077;
(b) f(l'):SiHI,CL:O,[aﬂ [ % %]76:10710;
(©) fz)=vz,a=1la0 = [&, 5] e=10"10
(d) f($)=1n|m|,a:—2, [a ﬁ] [1’2]76210—5_

(22) Demonstrati ca pentru orice a¢ > 0 sirul polinoamelor Taylor asociate
functiei f (z) =In|z| in a
(a) converge pentru z € (0, 2a);
(b) diverge daca |z — a| > a.
(23) Fie f € C?(a,b) si x € (a,b) astfel ca f’ (x) = 0. Demonstrati ca
(a) daca f” (x) > 0 atunci exista € > 0 astfel incat pentru orice z # x
astfel ca |z — x| < e avem f (2) > f(x);
(b) daca f” (x) < 0 atunci exista ¢ > 0 astfel incat pentru orice z # x
astfel ca |z — x| < e avem f (2) < f(x).
Generalizati proprietatile de mai sus pentru f € C" (a,b) , unden > 2
si z € (a,b) astfel ca f' (z) = f/ (z) =--- = f®=D (2) = 0.
Indicatie. La generalizare analizati cazurile n par si n impar.
(24) Fie p(z) = > apx®.

(a) Demonstrati ca p(z) =ap+z(a; +z(az+ -+ x(an)) ).
n
(b) Estimati numarul de operatii necesare in calculul expresiei Y. apx”
k=0
si numarul de operatii necesare in calculul expresiei de la punctul a.
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(25) Determinati imaginea functiei f.

(a) f:[-2,2] =R, f(z) = —32* +62% — 1
(b) f:[-1,5] =R, f(z) = 32® — 22% + 30+ 1
(€) f:10,4] - R, f(z) = £57

d) f:[-2.2] >R, f(z) =sin2z —x

(e) f:R—R,f(x)=24cosx + 1222 — 2*
() f:[—1,1]—>IR,f(ac):arccosx—&—:c—i—”"3—3

Raspunsuri. a. [—25,2]; b. [—?, 23—3], c. [—1, %], d. [—g, g], e.
(-00, 24]; 1. [%,77 — %] .
(26) Folosind formula lui Taylor dovediti ca limitele de mai jos au valoarea 1.

3 [efm2 7cos(\/§m)]

(a) lim .
x—0 z
. 5[121In24+32*—162°+365° —483+25]
(b) izg% 12(z—1)°
. 2[tgx—sinz]
) =

7! [sha:—sin x—%]

27

(d) lim

z—0

(e) lim

z—0

sinz?—22 cosx

6lzshx—2chx+2]"

N  aaaaaaay.
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CHAPTER 1

4. SIRURI SI SERII DE FUNCTII

Studiem in acest capitol si in urmatoarele doua conceptul fundamental al anal-
izei matematice -convergenta- aplicat la o alta clasa de sirururi: sirurile de functii.

Reamintim ca o functie f : N — X se numeste sir de elemente din X, si, daca
notam f(n) := f, identificam sirul f cu imaginea sa: f := (fn),>0 = (fu)pen =
fo, fi, fa,--- sau, daca nu exista pericol de confuzie, (f,) := f, iar f,, se numeste
termenul general al sirului (fy,), ~, . Aici multimea X este considerata o multime
de functii avand acelasi domeniu de definitie.

1. 4.1. Convergenta sirurilor de functii

Cel mai firesc mod de abordare a convergentei unui sir de functii este cel punc-
tual.

Definitia 4.1.1. Fie A C R si f, : A — R pentru orice n € N. Multimea
-posibil vida-

C = {x € A | sirul numeric (fn (z)),>, este convergent}
se numeste multimea de convergenta a sirului ( fy),~,- Functia
J:C—R f(2)= lim f, (2)
n—oo
o numim limita sirului ( f,); in acest caz vom scrie
f= lim f, sau f,, — f
n—oo

st vom spune ca sirul (f,) converge punctual la functia f (pe multimea C), sau
ca fp tinde la f punctual (pe multimea C).
Observatia 4.1.1. Reamintim ca f, — f pe multimea C' daca si numai daca

Vo € C,Ve > 0In(z,e) e N: |f (z) — fn (2)] < € Vn > n(z,€)

Subliniem faptul ca, in aceasta definitie, rangul n (z,€) depinde nu numai de € ci
si de x.

De asemenea reamintim ca natura unui sir nu este afectata de modificarea unui
numar finit de termeni ai sirului.

Exemplul 4.1.1. Fie f, (z) := z#, fn : (0,00) — R pentru orice n € N*.
Deoarece
ldacaz =1

n—oo

hmxi:{ 0 daca x # 1

rezulta ca multimea de convergenta (punctuala) este intregul domeniu (0, c0) , iar

f:(0,00)HR’f(x){ 0 daca x # 1

1 daca o — 1 ©ste limita sirului (f,,) .
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Exemplul 4.1.2. Fie f, (z) := 2", f,, : R — R pentru orice n € N*. Deoarece

0 daca z € (—1,1)
. n 1 dacax =1
lim z" =
n—oo oo daca xz >1
nu exista daca x < —1

rezulta ca multimea de convergenta a sirului (f,, )este intervalul (—1,1] si ca f, — f
punctual pe (—1,1], unde f (z) = { 1Od(?c;axxzel( L1

Observatia 4.1.2. Sa remarcam ca, la primul exemplu, functiile f,, sunt
continue, i.e. f, € C° (0, 00) pentru orice n € N*, dar limita punctuala a sirului (f,,)
este o functie discontinua, i.e. f ¢ CY(0,00). La exemplul 4.1.2 avem f,, € C° (R)
pentru orice n € N* si f ¢ C°(—1,1] chiar daca functiile f,, sunt continue pe
intervalul (—1, 1].

Convergenta punctuala inseamna ca sirul de functii converge in fiecare punct (al
multimii de convergenta), dar "viteza" de convergenta poate sa varieze in functie de
punct (vezi si Observatia 4.1.1). Un concept care asigura o "viteza" de convergenta
uniforma este convergenta uniforma.

Vom introduce un nou concept de convergentd pentru siruri de functii, care
"repard" acest defect al convergentei punctuale.

Defiitie: Fie (fn)n>1, fn : A C R — R,n € N*. Spunem ca girul (f,) este
uniform convergent pe submultimea B a lui A daca exista o functie f : B — R
astfel tncdt pentru orice € > 0 exista n(e) € N* pentru care

|fn(z) — f(z)] <&, Vze€B, Vn>n(e).
fn acest caz scriem :

fn — [ uniform pe multimea B sau f, — [ uniform

Remarca: Prin compararea definitiilor de mai sus rezultd ca daca f, — f
uniform pe mullimea B, atunci f, converge punctual la f pe B.

Ezemplu: Fie fp(z) = 2",z € R,n € N*. Cum am vizut, f,, converge punctual
la functia f, data de

[0, dacd =ze(-1,1)
() = { 1, dac# =1

Ardtam c& f,, nu converge uniform la f pe (-1, 1], adica sirul (f,,) este convergent
(punctual) pe (-1,1], dar convergenta nu este uniforma.
Fiex, =1— %, cun € N*. Atunci :
1 n
i) = flal = (1= 1) =, peatrun = .

n
In fapt:
1
|fn(l'n)*f(33n)| > Z’ VneN n>2.

Din definitii, dupa cum am vazut in exemplele de mai sus, avem urmaétoarele teste
pentru a avea convergentd uniforms, (pe scurt CU) si respectiv, pentru a nu avea
convergentd uniformd (pe scurt NCU).
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Test practic pentru CU: Daci exista un gir (a,) cu a, — 0 pentru (n — 00)
st | fu(x) — f(2)| < ay, pentru orice x € B §i orice n > ng, unde ng € N este fizat,
atunci (f,) converge uniform la f pe multimea B.

Demonstratie: Fie ¢ > 0. Intrucat a,, — 0 rezultd ci existd n(e) € N astfel
incat a, < e, pentru orice > n(e). In consecint4 :

|fn(zn) = f(xn)| <&, VYn2>n(e), Voeb,

adica f,, — f uniform pe B.

Test practic pentru NCU: Presupunem cia f, — f punctual pe B. Daca
existd un gir (x,), cu x,, € B, astfel incat oricare dintre urmatoarele doud afirmatii

o (a) Sirul numeric (fn(xn) — f(xn)) nu tinde la 0, cdnd n — oo, sau
o (b) existd g > 0 gi ng € N fncdt |fn(zn) — f(zn)| > €0, pentru orice
n > no,

este adevarata, atunci sirul (f,) nu converge uniform pe multimea B.

Demonstratie: Este clar cd (b) = (a). Este deci suficient s& aratdm ca din (a)
rezultd cd sirul (f,,) nu converge uniform pe multimea B. Proceddm prin absurd.
Admitem c& girul (f,,) converge uniform pe multimea B la functia f. Fie ¢ > 0,
fixat si n(e) € N astfel incat

|[fu(z) = f(z)| <e, VYneN,n>n(e),Vr e B. (1)
In particular, relatia (1) rdmane adevirati si cand inlocuim z cu z,,, adica
|fo(zn) — f(za)l <&, V¥neN,n=n(e).

Prin urmare girul numeric (f,,(z,)— f(x,)) converge la 0. Am ajuns la contradictie
in raport cu ipoteza.

Acum vom extinde cunoscutul criteriu de convergenta al lui Cauchy de la giruri
numerice la siruri de functii.

Criteriul lui Cauchy pentru convergenta uniforma: Sirul (f,) converge
uniform pe mulfimea B daca si numai daca el este sir Cauchy, adica, pentru orice
e >0, exista n(e) € N astfel incdt

|[frap(@) — fu(z)] <e, VneN,n>n(e),VpeN,p>1Vx e B.

Demonstratie: Necesitatea. Fie ¢ > 0. Deoarece girul de functii (f,,) converge
uniform pe multimea B la o functie pe care o notdm cu f, avem ci pentru orice
€ > 0 existd un rang n(e) > 0 astfel incat

|fn(z) — f(z)] < %, pentru orice n > n(g) si orice z € B.

Atunci, pentru orice n > n(¢) si orice x € B, avem ca:

|fntp(2) = fu(2)] = [fotp(@) = f(2) + f(z) = ful2)]
< fotp(@) = f@)[ + [f(2) = fu(@)] <2- 5 =
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Suficienta: Fie ¢ > 0. Deoarece (f,) este gir uniform Cauchy, pentru fiecare
€ > 0 existd n(e) > 0 astfel incat
€ . . o
| frap(z) — fulz)| < 3’ pentru orice n > n(e), orice p > 1 gi orice z € B. (1)

In particular, de aici rezultd ci sirul numeric (f,(z)), cu = € B, este convergent,
deci exista o functie f : B — R, definita prin
f(z):= lim f,(x), «€ B.
n—oo
Din (1), pentru p — oo, obtinem:
€
|fr(z) — f(z)] < 5 <& pentru orice n > n(e) si orice x € B.

Prin urmare, girul (f,,) converge uniform la f pe multimea B.

Teorema 1 (de continuitate) Fie (f,) un sir de functii continue. In ipoteza ci
girul converge punctual catre o functie f, pe un interval B, stim ca aceasta poate
sa nu fie continud pe B. Dacd convergenta este uniforma pe B atunci limita girului
este o functie continud pe B.

Stim deja c8 sirul de functii (g,) cu g,(x) := z™, converge punctual pe (—1,1]
la o functie discontinud pe acest interval. Analiz&m acum situatia cand f, — f
uniform pe un interval B. Fie € > 0. Atunci existd n(e) € N, astfel incat

€

nl) — f@)| < &
Fie ¢y € B, fixat gi N € N, N > n(e), arbitrar, dar fixat. Din ipotezd, fy este
continud in xg, deci existd § = d(g, zg) > 0, astfel incat

entru orice n > n(e) si orice x € B. (2)

AV,

|fn(z) — fn(zo)| < % pentru orice x € B cu |z — xg| < 0. (3)

Utilizand (2),(3) pentru @ € B cu |z — zo| < J si inegalitatea triunghiului, obtinem:

[f(@) = fzo)l < [f(x) = fn ()| + [fn(2) = Fn (o)l + [ (w0) = flzo)| <,
care arata ca functia f este continud in xy. Cum zo a fost ales aleatoriu in B,
functia f este continud pe B si demonstratia teoremei se incheie.
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Definitia 3. Fie f o functie derivabild pe
intervalul / MR si presupunem ci f M C°(I) (adici derivata f ’ este o functie
continu# in I ). Atunci spunem ci f este o functie de clasa C* in I si sciem: f W
C! (I). Prin induclilie:
f W C"H(I) dacd si numai dacd f B C™(I) si f ) B CY(I) (adicd
functia f este de clasda C**' B f B C"™(I) si £ BCY(I))
In urmatoarele ranguri vom da doua criterii care oferd suficiente condilllii in

care operatorii lim si - comutd, si anume

(lim f,)’ = lim f, , sau & (lim f,,) = lim %=

E-
Teorema 2 (de derivabilitate). Fie (f,,) un sir de clase C'[a,b] (adica f, €
C1|a,b] pentru orice n). Presupunem ci:

(i) 3 ¢ € [a, b] astfel incat (f,(c)) este convergent
(ii) 3 g :[a,b] — R astfel incat f,/ — g

[a,b]
Atunci:
(a) 3f :[a,b] — R derivabild astfel incat f, [—ub]> f
(b) f =g

Demonstratie. Deoarece f,, — gsi f’ € C%[a,b] rezultd c& g € C°[a, b] (vezi
Teorema 1) si din teorema primitivei :
fn(z) = fulc) + Jj f(t) dt
Fie f () = lim fy(c) + f: g(t)dt
Atunci f’ = g si:
2(2) - £(2) W1£2(0) - lim £u(@)] + Iz - ] supl () - ()]
Prin urmare: "

sup|fu(x) - f(x)] B[ fn(c) - lim fo(c)| + (b- a) sup|fy(z) - g(z)|

la,b] la,b]
Consecinlls: f,, [—ub]> f sif’ =g, (adicd (lim f,)’ = lim f).

Teorema 3 (a derivatei). Fie (f,)n>1 un sir de functii diferite in intervalul
I C R astfel incat :
) fo = f 1
(ii) f/ = f in [
Atunci f este o functie derivabild si f/ = g
Demonstratie. Fie a € I si > 0. Din (ii) rezultd ca:
Sn(M) € N:|f)(z) - g(a)| < B v W) Vel
Din criteriul lui Cauchy rezulta ca:
Im (M) € N:|f] (z) - fl ()] <, Vm,n Bm@®),Vz eI
Folosind teorela lui Lagrange pentru f,, - f,, si € I'\{a} ajungem la concluzia

ca existd un M intre a si b astfel incat:
|fm(517) - fm(a) . In(z) - fn(a)| — ‘(fm(x) - fn(@) - (fm(a) - fn(a)) | — |f7ln(.) . fvlL(.)‘

r—a r—a r—a
" ]
Dacd m,n B m(H); m — oo in aceastd inecualllie obMinem:
- (@) - fn | |
Lol Je)  fu(@) - In(e)) B vn M), Ve e I,z # a
Acum, fie n B max(n(l), m(M)); deoarece f, este o functie derivabild in a
existd un vecin V' al punctului a astfel incat dacd z € VN1 \{a}:
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|w 1l (a)] l care implici:
ol )| | He) ) L - ot Bl )] 1 |1 (o)
g(a)| < ! + % + . = B pentru tolli z € VN I \{a}, prin urmare f este o
functle der abild in a 1f’( ) = g(a) (adicd ( lim f,)’ = lim f}).

SERII DE FUNCTII

Definitia 4. Fie (f,), ., un sir de functii, f, : A C R — R,n € N*

(1) Sirul (de functii) (sp)n>1, unde s,(z) = > fr(x), pentru tolli z € A,n €

N* este numit o serie de functii cu termenul general f,; notdm aceasta serie (s, )n>1

prin:
anaanSaqun()xE/h (*)

n>1
Func.la Sp i A — R ebte numitd suma parllliald de ordin n pentru seria

(*)-
Sirul:
> fm se numelllte restul de ordinul n (pentru seria (*))

m=n-+1
(ii) Spunem ca setul (*) este punctual (sau punctual) convergent in z € A

(oo}
dacd si numai dacd seria numericd Y f,,(z) este convergentd (adicd (s, (s)) este un
n=1

sir convergent). Setul:
o]
C={ze€ A/ fn(x) este convergent} este numit setul convergent al
n=1
seriei (*), si cartografia:

(o]
s:C = R, s(x) = Y fulx), € C este numitd suma seriei (*); si

n=1
o0
scriem s = Y fn, (sau C).
n=1
(iii) Spunem c& (*) este uniform convergenta (pe scurt UC) pe B C C' daci

sirul de sumd parlliald (s,,) este uniform convergent (pe C).

o0
Observatie 1. ) f,, este o serie convergentd in C' dacd si numai dacd

n=1
exista n € N* astfel incat restul de ordin n este convergent pe C'; in acest caz avem

(z) + Rp(x), sau ifn(fﬂ) = sp(z) + i fm(z),z € C, unde

s(z) = splz o (z
n=1 m=n+1
Ro(z) = > fm(2).
m=n-+1

o0
2. > fn convergent pe C' dacd si numai daci:
oZZl
> fm(x) — 0, cdnd n — oo, pentru tolli z € C.
m=n+1
3. Daci (*) este UC pe B atunci (*) este convergent (punctual)

4. Daca (*) este convergent absolut pe B (adica Y | fn(z)| este convergent pentru tollli z € B) atunci (*) est
n=1
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Criteriul convergenlei (uniforma convergent) pentru sirul de functii poate fi
rescris pentru serii de functii.
o0
Criteriul lui Cauchy’s pentru UC. Seria Y f,, este uniform convergent pe

=1
B daca si numai daca: !

[Vl > 0,3n(M) € N astfel incat| fi41(z) + foye(z) + ... + frip(x)] < B ¥n >
n(W),Vp € N*,Vz € B]

oo

o0
Teorema 4. (de continuitate) Presupunem ci > f,, este uniform convergent pe B si f, € C°(B), pentru t

n=1

N*.Atunci suma este o functie continud pe B (adicd suma esta o functie de clasi
0 b

C°(B)); In plus, dacd B = [a, b] atunci operatorii Y. si [ comutd, adici
n=1 a

b

(e = (55 ) ae

a

o0
Teorema 5.(de derivabilitate). Daca ) f/ sunt serii uniform convergent pe
n=1

B ,atunci suma primei serii este derivabild pe B si operatorii % (sau operatorul)

o0 o0 o0

si Y comutd, adicd (Y. fn) = > fl,
n=1 n=1 n=1

Vom folosi urmatorul criteriu pentru convergenta uniforma.

Testul practic pentru UC (Weierstrass). Presupunem ca: |f,,(z)| Bay, Vo €
o0

o0
B,Vn € N* si Y - convergent; atunci Y f,, este uniformi si convergentd absolut
n=1 n=1

pe B.
Demonstratie.Afirmatia rezultd din inegalitatea:
[fori(x)] + | fag2(@)] +oo ot | frorp(@) Mapii + ango + .o + Qpyp, V0, p €
N* Vo € B, si criteriul de convergentd al lui Cauchy (pentru serii de functii si
pentru serii numerice).

o0
Exemplu 3. Si aratdm cd seria Y, e ™ sinnz,z € R este convergent
n=0
uniform si absolut (pe R) si suma este o functie continud si derivabild.Observam
ca:
oo
le=" sinnz| Me ", Vo € RVn € Nsi > e ™ convergent;
n=0
prin urmare, cu criteriul lui Weierstrass, seria noastra de functii(cu f,(z) =

e~"sinnz) este convergent absolut si uniform.In plus f,, € C°(R),prin urmare, din
o0

teorema de continuitate , s € C°(R), unde s(x) = >_ e "sinnz,z € R este suma
n=0

serilor date. In plus:

o0 o0
! — —n <] / - ._ o 1
= , =
> f(x) = > ne ™cosnz, si |f'(x)] B ne an, pentru tolli z € R si
n=0 n=0

o0

n € N*; dar seria numericd ) a, convergent (pentru exemplu, lim 2+ = e !l <
n=1 "

1, si prin criteriul raportului rezultd convergenta »_ a,). Prin urmare, prin testul
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[ee]
lui Weierstrass, seria Y f/ este uniform convergent pe R; prin teoria derivabilitati
n=0

o0 o0
rezultd cd s este o functie derivabild si ' = (Y fn) = > f1.
n=0

n=0
Exemplu 4. Pentru seria

> Smrgi;”) al n-lea termen satisface inecuatia Ialzizml M - Vz € R si seria

n=1
00

> % este convergent. Prin urmare, conform testului lui Weierstrass seria noastra
n=1

este convergentd unifor pe intreaga axa. In plus, deoarece termenii seriei sunt functii
continue prin teorema de continuitate, suma serilor este o functie continua.

Exercitiul 5. Gésiti setul de serii convergente:

0 .
ST g,z € R

nn

Solutie. Folosim criteriul radicalului: .
nlirrgo Y| fu(z)] = nhﬂngo(l?/‘%ﬂ = |sinz| unde fy,(z) = *2E. Prin ur-
mare, dacd |sinz| < 1 atunci x € C (set de convergenM), adicd
R\ {S +knlkeZ} CC.
Dacd x = § + km (k € Z) obMinem seria:
o0 in" (& T oS} _1\nk
ZS (F+km) _ Z( 1 k€ Zs

ne ne
n=1 n=1

Prin urmare:

&)
° pentru k - par, k € Z avem ) n% care este convergenta pentru a >
n=1

0 si divergenl3 pentru a W 1;

(—1)n*
n(l

o0
o pentru un k - impar avem , dacd a > 0 seria este conver-

n=1
gentd (criteriul lui Leibniz) si pentru o M0 divergent (criteriul divergeniei).

Prin urmare setul convergenllei este:

R ,dacaa>1

C=4¢ R\ {5 +2kr|kecZ}, dacaac (0,]
R\ {Z +kn|keZ},dacia<0

Vom demonstra mai multe teste subtile de convergentd uniforma bazat pe
alla-numita identitatea lui Abel (care este un analog al formulei de integrare prin
parti si a fost folosit in demonstratia criteriului lui Abel pentru seria numerica).

Identitatea lui Abel.S4 considerdm seria (*) de forma

o0
> apa, unde ay, a, sunt functii definite pe A C R sau numere constante

n=0
By, = ant1+any2+ ...+ apyk scriem suma reduss a (*) pentru Identitatea
lui Abel:
P
Z QntkQnt+k = Qp410np41 T Op420n42 + ..o + Ap4plntp =
k=1

= an+1B1 + Oén+2(Bg — Bl) + ...+ aner(Bp — Bpfl) =
= (Oén+1 —Oln+2)Bl +(Oén+2 —Oln+3)BQ —+...+ (Oén+p71 —Oé’,H,p)Bpfl +Oén+po =

p—1

> (anyr — anyr—1)Br + OntpBp. (**)
k=1
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Teorema 6.(Testul lui Dirichlet pentru UC) Presupunem c§ existd un M
n
> 0 astfel incat |s,(z)] < M Vn € N,Vn € B, unde s,(z) = Y ax(z) si sirul de
k=0

functii reale o, : B — R,n € N este convergent uniform la 0(cand n creste) pe B
si descreste pentru orice x € B fixat. Atunci seria (*):

oo
> ap(x)an () este uniform convergent pe B
n=0

Demonstratie.Avem:
[By(@)] = [3n14(2) — 50(2)] < |snsx(@)] + lsn(@)] < 2M,Vz € B,
si in virtutea identitiMlii lui Abel (**) si faptul c& v, este
descrescitoare si tinde uniform la zero, avem:VE > 0, In(M) € N astfel incat
inecuatia:

|k§an+k<x>an+k<x>| - 2M§<an+k<x>—an+k+l<x)>+2an+p<x>M — 2Ma ()

< Meste indeplinitd pentru orice n > n(M),p € N* si pentru orice z € B. In
consecinli, serie este, conform criteriul lui Cauchy de convergenM3, uniform con-
vergenta.

Ca urmare, avem urmdtorul criteriu practic pentru UC.

. . . . . v n . . .
Criteriul lui Leibniz. Dac a,, — 0 si (ay(z))n>1 este un sir de functii
P >
descrescator atunci seria:
o0

> (=)™, (z) este uniform confergent pe B.

n=
Teorema 7.(Testul lui Abel pentru UC). Dacd functia reala «, este o
clasa monotond de siruri descrescatoare (cu n crescitor) pentru tolli x € B si sunt
&)
uniform marginitd pe B, iar in cazul in care serii de functii ) a, este uniform

n=0
0o

convergent pe B atunci seria Y, a,(x)5,,(x). este de asemenea uniform convergent

n=0
pe B.
Demonstratie.Conform ipotezei existd o constantda M > 0
astfel incat:
|an (z)] < M,Vx € B,¥Yn € N

o0
Prin convergenla uniform3 a seriei Y a,(x) pe B, pentru oricare ll > 0 existd

n=0
un n(M) € N astfel incat |B(z)| < B, Vn > n(Ml),Vk € N
Prin urmare, din Identitatea lui Abel, si din monotonia lui («,) ,
pentru n > n (M), si pentru tolli p € N* avem:

3 0k () (0)] < 3 ()i (04 B (0)] = M ()

anip(@)) + M p(2)] < 3MM
pentru toti x € B,p € N, si toti n > n(l); in consecinMi, din criteriu lui
Cauchy
rezulta ca seria este convergent uniforma.
Exemplul 6.Seriile
00 X
Z cos nT si Z 512;117a > 0

n(X
n=1 n=1

sunt convergente uniform si absolut pentru l > 1 pe R, deoarece
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valoarea absoluté a termenului lor general, nu depileste termenul general al
seriei armonice Z ,si prin testul lui Weierstrass ,iar seria data este UC pe R
pentru o > 1. Testul lui Weierstrass nu mai este aplicabil cand a < 1 deoarece in

acest caz seria Z —& este divergenta.

n=1
Fie § € (0,7); atunci ambele serii sunt convergente pe [d, 2 — §] pentru
« € 0,1]; intr-adevar suma partiala a seriilor este egala cu:

sin (AT (g na sin &% sin ("+1)1
() = IR o (a) = LIS e e
Prin urmare, aceste functii sunt delimitate uniform pe [§, 27 — 4]:
|Sn($(})| |Un( )| < ‘szl,VTLEN*
pe langa:

1 > 1
n® = (n+1)«
noastrd este convergenta uniform pe [0, 27 — 4.
Exemplul 7. Fie
o0

— 0,unde n — oo, si, prin urmare, din testul lui Dirichlet, seria

s(z) = 21m7 $:[0,1] — R, unde prin s ne referim la suma punctuala (i.e

. _ . . . e .

nILH;oS” = 3,8, fiind a n-a suma partiala). Fie f,(z) = rEEenE atunci| f,, (x)| <
o0

1 * . 1 . o . .f

-5,n € N* si )7 -5 convergenta, prin urmare convergenta seriei este uniforma
n=1

(Testul lui Weierstrass), si deci continuitatea uniforma, f, € C°[0,1],n € N¥,

implica continuitatea lui s, i.e s € CY[0,1], care la randul sau asigura fo x)dx
exista. Numiti numarul ~. Atuna

T = fO d‘r - fO 7L(x+n))dx - Z fO n(wx(fn) Z fO n x+n dCC =

o0 B m
Z(%—ln(n—i—l)—i—lnn): lim [ ¢+ —In(1 +m)]
n=1 m—o0 pn=1
Acest numar este numit constanta lui Euler (vezi exercitiul 1,Cap. 1.8); pentru
m = 10'°, dup4 estimarea de rutins, obtinem: v = 0.5772157..; Prin urmare, putem
aproxima:

% In(m + 1) + 0.5772157.

SATINGERE

emplul 8.Consideram s : [0,00) — R s3 fie suma punctual de serii:
Z 1Tz, bineinteles ca s(0) = 0 si pentru oricare @ > 0, daca z >
n=1

< 1 _
1+n2z? < %—Hﬂ.

, seria este convergenta uniform pe [l c0), pentru toti B > 0. Prin urmare, pentru
fiecarene N*siO< B < z:

< ﬁ, prin urmare, prin testul lui Weierstrass

T n+1 T T
1+(n+1)2z2 < fn 1+t222 dt < 1+nnz?’

de unde:
= T o0 T o T
Z 1+(n+1)2x2 < fO 1+t222 dt < Z 1+nng2?
n=0 n=0

de unde:

s(z) < arctantz|§® < x 4 s(z), sau s(z) < § < = + s(x).



2. 4.7. EXERCITII XV

Acum, fie z — 0 (cu valori pozitive);prin urmare ili%s(l‘) = 5. Dar 5(0) =
0, i.e. s ¢ C°[0,00); astfel, putem concluziona c& convergenlMa de serie nu este
uniforma pe [0, @) (daci ar fi, s ar fi continua deoarece fiecare termen al seriei este
continuu).
Exemplul 9. Fie s suma punctuala de serii
Z smn :c = R

Crlterlul 1u1 Weierstrass spune ca : s : R — R este suma uniforma a seriei, prin
urmare s € C°(R).Daca derivam seria termen cu termen ,obtinem seria :

Z cos(n’z).

Fie x = rm , unde r este un numar rational;atunci o infinitate de termeni ai seriei
au valoarea absoluta egala cu 1,deci aceasta serie nu poate converge la nici un
interval.Daca s’ exista,atunci aceasta nu este suma punctuala a seriei(1).

2. 4.7. Exercitii

(1) Studiati convergenta sirului de functii (f;,)
(a) fn(z)= sinnac

(x

(b) fn(x)=sin \/T
(
(x

neN’

(C) fn 1') = nsin .,L2+1
(d) fn(z)=narcsin ;7
(2) Aratati ca orice sir de functu uniform convergent este convergent (punc-
tual).
(3) Aratati ca sirul de functii (f,,) converge punctual dar neuniform pe A,
unde:
() fu(2) = 22, A =R\Z
(b) fn (z) = nze™, A = (—00,0].
(4) Sa se arate ca f, (z) := 70z @ = 0 defineste un sir de functii conver-
gent care nu este uniform convergent.
(5) Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a sirului de functii (f,).
(a) fn(z)=cos™x.
(b) fn (z) =sinnx - cos™ z.
(¢) fn(x)=sin" 2z + cos™x.
(6) Demonstrati ca (f,) este uniform convergent pe multimea A, unde:

(a) fo () =2 A= [-1,3]
(b) fn (@) = 535, A =[5 3]

(¢) fn(z)= nxe A = (—o0, @] unde « < 0.
(d) fo(z)= 1+£a7 =[—a,al, a> 1.

(7) Fie fn(x) =€, 2 > 0.
(a) Sa se arate ca (fy,) este un sir convergent pe [0, c0).
(b) Sa se arate ca (f,) nu este uniform convergent pe [0, 00).
(c) Sa se arate ca (fy) este uniform convergent pe [a,00) pentru orice
a > 0.
(8) Fie fn,gn,f9: ACR — R astfel ca f,, — f si g, — g. Sa se arate ca

(a) fn+gn£>f+g~
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(b) Daca functiile f si g sunt marginite atunci f,g, — fg.

(¢) Daca functia f este nemarginita atunci este posibil ca frg, - fg.
Fier > 0si fn,gn : (1,00) — R astfel ca f,, 11 () = f, (z) +7si g, (z) =
logy, (z) fr+1 (z) V€N, Vo > 1.

(a) Sa se studieze convergenta sirului de functii (f,,)

(b) Sa se studieze convergenta sirului de functii (g,,)

(¢) Sa se calculeze nlL»H;o In-

neN -
neN -

Aratati ca pentru orice € € (0,1) sirul (fy),cn+, fn (z) = 2™ converge
uniform pe (0,1 — €) dar nu converge uniform pe (0, 1).
Dati un exemplu de sir (fy,),cy- de functii marginite pe un interval I care
converge punctual la o functie f : I — R nemarginita.
Este adevarata afirmatia "exista un sir (fy), ¢y~ de functii marginite pe
un interval I care converge uniform la o functie f : I — R nemarginita"?
Un sir de functii (f,), oy definit pe o multime A se numeste sir Cauchy
punctual pe multime A daca pentru orice x € A sirul (f, (2)),cy este
sir fundamental. Demonstrati ca orice sir de functii Cauchy punctual este
convergent punctual.
Fie (fn), ey un sir de functii definit pe o multime A si f : A — R. Dovediti
implicatiile:
(@) fo— f=|fa(@)— f(z)] —0Vz €A
() [fu (@)~ f @) > 0¥z € A= fo— [

Opentru()gxglf%,
Fie f (x) = n[x—(l—%)] pentrul—%gxgl, ,n € N*.

lpentrul <z <2

(a) Aratati ca sirul (fy,),cy- este convergent punctual pe [0, 2].
(b) Aratati ca sirul (f,) nu este uniform convergent pe [0, 2].
Folosind Criteriul Iui Cauchy demonstrati ca sirul (fy,), cy- este uniform
convergent pe A.

(a) fn(w):Z“’i#,A:R,a>1.
k=1
(b) fu(z) = -12_ A=1[0,a],a>0,a > 2014.

)
(¢) fn(z)=sin"z+cos"z, A= [F, %]

Aratati ca f, [—(/J») 0, unde f, (z) = e, @ > 0,00 > 2014

Fie fn : [0,1] = R, fy (z) = opiy-
uniform convergent pe [0, 1] si totusi

Aratati ca sirul (fy),cy- Du este

1 1
lim [f,(z)dz= [ ( lim f, (m)) dx.

Determinati multimea de convergenta C' si limita punctuala a sirului

(f”)neN* '
(a) fn (.’17) — .’11‘4" + 5123" + $2n + "+ 1.
(b) fn(x) =sin(fr-1(x))n>2si f1(x)=x,2 € [0, %} .
(¢) fa(z)=14cosz+ Fcos?x+ -+ L cos"z,x € R.
Demonstrati ca seria de functii Y f, converge punctual si neuniform pe
n=1
multimea A, unde:

(a’) In (1') = MaA: (]-700)

nxm™
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) ( ) (1+12 "7A R
) fn(x )—3”sm4w,A R*.

(b
(c
(21) Aratati ca seria Z fn converge absolut si uniform pe multimea R, unde:
n=1

(0) (1) = e

(b) ( ) = 1+Z4I4'

c) fu(w) =arctg .
t

(
(22) Determinati multlmea de convergenta pentru urmatoarele serii.
(a) 1455 + 352 + 433 +-
g
) X Geinever

@
-yt

n

(d) gngn
ne1 vV (3n—2)2"
t

(23) Determinati suma seriei
(
(

n

X

M8HM8

—

iMei

1—|—2x—|—33: + ..

xr — —+?+...

1—3z% +52* + ...

1— 4z + 722 — 1023 + ...
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CHAPTER 1

5. SERII DE PUTERI

Seriile de puteri si generalizarea lor -seriile Taylor - constituie clasele de serii
de functii cel mai des folosite in inginerie datorita maleabilitatii lor din punct de
vedere computational. Asa cum seriile numerice modeleaza riguros sintagma sume
infinite, seriile de puteri modeleaza matematic expresia functii polinomiale cu nu-
mar infinit de termeni. Printre aplicatiile cele mai importante ale acestor serii
amintim definirea de numere transcendente posibilitatea de estimare a acestora
cu precizie oricat de mare si aproximarile unor functii transcendente cu ajutorul
polinoamelor..

1. 5.1. Raza de convergenta. Domeniul de convergenta

Seriile de puteri sunt serii de functii al caror termen general de rang n este un
monom de grad n.

Definitia 5.1.1. Serie de puteri. Raza de convergenta. O serie de functii
de forma

oo
ap +a1xr + ang + = Zo anx” (*)
n=

unde ag, a1, a2, ... sunt numere reale arbitrare date se numeste serie de puteri.
Fie C multimea de convergenta a seriei (x). Atunci

R:=sup{|z| |z € C} C [0, 0]
se numeste raza de convergenta a seriei (x).
Observatii 5.1.1. Fie seria de puteri ().

(1) Reamintim ca multimea de convergenta (sau domeniul de convergenta) a
seriei (), adica

&)
C= {:c € R | seria numerica > a,x" este convergenta} ,
n=0

este domeniul de definitie al sumei seriei de puteri, si ,ca de obicei, iden-
tificam suma seriei cu simbolul seriei pe multimea de convergenta. Deci
functia

S : C — R definita prin S (z) := > apz"
n=0

este suma (punctuala a) seriei de puteri (x).
(2) Multimea de convergenta a unei serii de puteri nu poate fi vida deoarece

0eC.

v
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(3) Raza de convergenta este nula daca si numai daca multimea de conver-
genta contine doar pe z = 0, deci

R=0« C ={0}.
(4) Convenim ca termenul de grad 0 din (x) este ag (chiar daca = = 0).
(5) Ca la orice serie daca schimbam un numar finit de termeni natura seriei nu

se schimba, deci nici multimea de convergenta, nici raza de convergenta;
in schimb suma seriei se modifica, in general.

Exemplul 5.1.1. Cel mai simplu exemplu de serie de puteri este seria geo-
metrica

(oo}
> @

n=ngp

unde ng este un numar natural. Suma sa este functia S : (=1,1) = R, S (z) = fﬁ(;
Deci raza de convergenta a seriei geometrice este R = sup[0,1) = 1.

Exemplul 5.1.2. Sa determinam raza de convergenta a seriei de puteri

1 1 1
+ F-T + 537 + -
Sa observam ca termenul general al seriei noastre este u,, :=
unde C este domeniul de convergenta. Deoarece

%m”sicaxZOEC,

1. |un+1| I |£U|
m —— =

rezulta -din criteriul raportului- ca seria este convergenta pentru orice z # 0. Prin
urmare C' = R si raza de convergenta este R = sup[0, 00) = oo.

Prppozitia 5.1.1. Formule de calcul pentru raza de convergenta. Fie
seria de puteri () si R raza de convergenta.

(1) Daca exista lim M € [0,00] atunci R = lim %L
n—

— o0 [@n+1] n—oo [@n+1]’

(2) Daca exista lim —— € [0, 00] atunci R = lim —A—.
n—oo N/ |an| n—oo V/|an|

Observatie 5.1.3. Daca raza de convergenta a seriei de puteri Z anz" este R

51 ea a fost calculata cu una dintre formulele de mai sus, atunci si serla derivatelor

Z na,z" ! este o serie de puteri care are raza de convergenta R si, de aseme-
n=1

o0

nea seria "primitivelor" 7 -Zz2"*1 De exemplu daca R = lim lanl atunci
n=0 + n—oo lan+1]

lim —manl  — gqy 4 2anl B

nooo lMtDant1l — 5o [(n+1)ant1]

Teorema 5.1.1. Prima teorema a lui Abel. Fie seria de puteri (x) si
presupunem ca raza sa de convergenta este R # 0.

(1) Seria (x) este absolut convergenta pentru orice x € R petru care |x| < R
(adica (—R,R) C C);

(2) Daca R < oo atunci seria (x) este divergenta pentru orice x € R pentru
care |xz| > R (adica pe (—oo,—R) U (R, 00) seria este divergenta);
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(3) Pe orice interval compact [a,b] C (—R, R) seria (x) este uniform conver-
genta.

Observatie 5.1.3. Conform teoremei lui Abel si teoremei de derivabilitate
avem

o0 / o0 1
S apa™ | = > napz™”
n=0 n=1

pe orice interval [a,b] C (—R, R). De asemenea, pe un astfel de interval avem, in
acord cu teorema primitivelor

x &) o) an
J <Z ant"> dt =" lm”H.
0

n=1 n=0T +

o0
Exemplul 5.1.3. Seria de puteri ) #x” are raza de convergenta R = 1 si
n=1
multimea de convergenta C' = [—1,1].

o]
Exemplul 5.1.4. Seria de puteri ) %x" are raza de convergenta R = 1 si
n=1
multimea de convergenta C' = [—1,1).

o0
Exemplul 5.1.5. Seria de puteri »_ %x” are raza de convergenta R = oo si
n=0

multimea de convergenta C' = R.

[ee]
Exemplul 5.1.6. Seria de puteri Y nz™ are raza de convergenta R = 1 si

n=0
multimea de convergenta C' = (—1,1).
o0
Exemplul 5.1.7. Seria de puteri > nlaz™ are raza de convergenta R = 0 si
n=0

multimea de convergenta C' = {0} .

Teorema 5.1.2. A doua teorema a lui Abel. Fie seria de puteri (x) si
presupunem ca raza sa de convergenta este R € (0,00). Daca seria este convergenta
inx =R (x=—R) atunci seria (x) converge uniform pe intervalul [0, R] ( [-R, 0]
) iar suma sa este continua in x = R (in t = —R ).

Exemplul 5.1.8.

2. 5.2. Serii Taylor

Seriile Taylor sunt generalizari ale seriilor de puteri.
Definitia 5.2.1. Serie Taylor. Raza de convergenta.O serie de forma

o0
a+a(x—a)+ay(x—a)Y+--:=> a,(x—a)”
n=0

unde a,,a € R pentru orice n € N se numeste serte Taylor, sau serie de puteri
centrata in a.
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Studiul unei asemenea serii se reduce, punand x — a :=y, la seria de puteri
2 oo
y— n
ap + a1y +azy” + -+ 1= 3 any".
n=0

Daca R este raza de convergenta a acestei serii de puteri spunem ca R este raza
de convergenta a seriei Taylor. Sa observam ca, in virtutea primei teoreme a
lui Abel, avem

(a—R,a+R)CC

unde C este multimea de convergenta a seriei Taylor.

Observatia 5.2.1. Sa presupunem ca S : C — R este suma seriei Taylor,

adica
oo

S)=>Y a,(x—a)",zeC.

n=0

Atunci avem
S (a) =1!-a1,8" (a) = 2! - ag, ..., 5™ (a) = n! - a,.

Prin urmare

oo G(n)
S(z)= 3 ﬁ(x—a)",xeC

n=0 n:

siSeC®(a—R,a+R).
Ne punem problema:
A opes . < f(n) (a) n
daca f este o functie in ce conditii are loc egalitatea f (z) = > e (x—a)"?
n=0 .

In randurile urmatoare dam conditii suficiente pentru ca f sa admita o asemenea
extindere in serie Taylor.

Definitia 5.2.2. Serie Taylor asociata unei functii. Fie A C R, a un
punct interior al multimii A (i.e. 3¢ > 0: (a—e,a+e€) CA)si f: A—Ro
functie indefinit derivabila in punctul a. Numerele

" (a)

n'

,n € Nunde f© (a) := f (a)

se numesc coeficientii Taylor (Maclaurin daca a =0) ai functiei f in punctul
a, iar seria

< " (a) n

Xx—a
AT
se numeste seria Taylor (Maclaurin daca a = 0) asociata functiei [ in punctul
a7

Nu intodeauna seria Taylor asociata unei functii indefinit derivabile intr-un
punct are suma egala cu valoarea functiei in acel punct.
Exemplul 5.2.1. Se arata, prin inductie matematica, ca

f(x):{ e@ 7 daca r#a

0 daca = =a
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este o functie indefinit derivabila in © = a si ca toate derivatele sale sunt nule in
acest punct: f() (a) = 0 pentru orice n € N. Prin urmare seria Taylor asociata
functiei in origine are suma nula in orice z € R, adica S : R — R, S () = 0 si

f(z)# § &l(a)(x—a)”Vac e R
n=0 n:

Domeniul de convergenta a seriei Taylor asociate unei functii poate sa difere de
domeniul de definitie al acelei functii.
Exemplul 5.2.2. Functia

fi(-1,00) >R, f(z) =In(1+2)

este indefinit derivabila in a = 0, iar seria Maclaurin asociata ei are domeniul de
convergenta C' = (—1,1] si

oo f(n)
fay= > L0

1 n—1
il U7 v (1)
n=0 . n

1 n

8

Definitia 5.2.2. Functie analitica. Dezvoltabilitate. Fie f € C*(A), ACR si
a € A. Spunem ca f este analitica in a daca exista o vecinatate a acestui punct
V C A astfel incat f sa coincida cu suma seriei Taylor asociate, adica

o £ (g
f(z)= gofT()(xfa)n,VxGV.

Mai spunem, in acest caz, ca f este dezvoltabila in serie Taylor (Maclaurin, daca
a =0) ia punctul (in jurul punctului) a.

Teorema urmatoare ne ofera conditiisuficiente de dezvoltabilitate.
Teorema 5.2.1. Criterii de dezvoltabilitate (M teste). Fie f € C™ (4),
A CR sia€e A Daca exista o constanta pozitiva M si una dintre urmatoarele
conditii este indeplinita
(4): |f(") (z)| < M™ pentru orice x € A si pentru orice n natural
(ii): |f(”) (z)| < M pentru orice x € A si pentru orice n natural
atunci f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului a, adica

OED> Ln),(a) (x—a)",Vz € A
n=0 n:

3. 5.7. Exercitii

(1) Determinati domeniul de convergenta pentru urmaatoarele serii.
&)
(a) > (n—:l)ﬁi"
n=0
o0

2" g™
() 2 e
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(e) i‘f .

EEVL

z 2»L3 2x—3)3
(g) 13_( 3) ( 5) 4o

Raspunsuri. a. [—3,3); b. {—@, ?} e (—1,1]; d. (_T’ ) e
(76,6); f. [7573)7 g. (172}
(2) Determinati suma seriilor urmatoare.

(a) > 2

N

3
81l
[}
3

—~
=
~—
38
@

3
Il
A

—~
N
NgE
w:
38

3
Il
_

C
8
s
+lg
il

=

g1
o

n-(z+1)"
(8) Z (1737
(3) Determlnatl domeniul de convergenta pentru urmaatoarele serii.
42
(a) 1+ F—i— \/952 + \/135 +
(b) 1 3.2\/5 32. 3f 33. 4\/ T

(0 3 W

S n x2n—1
@ 5
@) 53 + G+ 5+
(f) 2m+1 + (22"1—1) + (2m+1) 4.
[ 1]3%;15]fm7[wlim(.))a. (—%,%], [ V3, ﬂ c. [—%,%); d. [-1,1]; e.

(4) Determinati multimea de convergenta pentru urmatoarele serii.
2 4 6
(a) 1+§3+3132 + 457+

2"y 3n

( ) Z (2n+1)2\/3ﬁ
() 3 E ()

n 1
_3ng?n

(d) Z 1V (Bn—2)2"

(5) Determlnatl suma seriei
( 1—1-23: + 3zt + .
(

) 10

) @ %Jr...

(c) 1—3x + 528 + ..
(d) 1— 422+ 72* flOm + ..
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CHAPTER 1

6. Serii Fourier

Seriile Fourier sunt folosite in analiza semnalelor, in acustica, mecanica cuan-
tica, in telecomunicatii, in analiza vibratiilor, in compresia datelor, si, in general in
analiza oricarui fenomen periodic. Tehnica folosita consta in scrierea functiei care
modeleaza fenomenul periodic ca suma unei serii al carei termen general este un
polinom trigonometric gi in analiza fenomenului cu ajutorul acestor polinoame. De
exemplu prin aceasta procedura se poate optimiza proiectarea unui sistem de tele-
comunicatii care transporta date analizand informatiile furnizate de componentele
spectrale ale unui semnal al acestor date.

1. 6.1. Serii trigonometrice. Conditiile lui Dirichlet

Seriile trigonometrice sunt serii de functii al caror termen general este un poli-
nom trigonometric de forma a,, cos nwz + b, sin nwx, unde x este variabila reala.

Definitia 6.1.1. Serie trigonometrica. Pulsatie. Fie w > 0, si a,,b, € R
pentru orice n natural. O serie de functii de forma

a | X .
> + > a, cosnwz + by, sin nwa (*)
n=1
se numeste serie trigonometrica. Numarul pozitiv w se numeste pulsatie (sau
faza) (pentru seria (x)).

Observatia 6.1.1. Fie seria trigonometrica () gi S : C' — R suma sa. Daca
multimea de convergenta este nevida atunci functia suma este periodica, de perioada
principala T := %’T Intr-adevar

o0 o0
S@+T)=%+ Y a,cosnw (z+ 25)+b, sinnw (z+ 22) = L+ 3" a, cos nwa+
n=1 n=1
by sinnwz = S ()

pentru orice z € C.

&)
Exemplul 6.1.1. Seria trigonometrica Y. - sinnz are pulsatia w = 1.
n=1
o]
D 1 .- < 1 . 1 i . . 1
eoarece |-z sinnz| < -~ pentru orice x real, iar seria numerica ) -5 este con-

n=1
vergenta, urmeaza , conform teoremei lui Weierstrass, ca multimea de convergenta

este R i seria este uniform convergenta pe toata axa reala.

Definitia 6.1.2. Conditiile lui Dirichlet pentru o functie periodica.
Fie f: R — R o functie periodica de perioada principala T > 0. Spunem ca functia
f satisface conditiile lui Dirichlet daca pe orice interval de lungime T de forma
o0 +1T]
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e [ este continua pe portiuni pe [, o+ T, intelegand prin aceasta ca
f este continua sau are un numar finit de discontinuitati de prima speta
(reamintim ca a € [, + T este o discontinuitate de speta intai daca f
admite limite laterale finite in a, cel putin una dintre ele fiind diferita de
valoarea functiei in a; deci

— exista si este finita limita laterala la stanga

fla—0) = Tim f (2)
Tr—a
r<la
— exista si este finita limita laterala la dreapta

fla+0):= lim f (@)
r>a
si f(a) # f(a—0) sou f(a) # f(a+0);

e f este monotona pe portiuni pe [o, o + T, adica intervalul [o, 0 + T
admite un numar finit de subintervale de monotonie ale functiei f (deci
exista o dwiziune a intervalului [o, a4+ T| de forma zp = a < 21 <
o <y = a+ T astfel ca | sa fie monotona pe (x;—1,x;) pentru orice
1€{1,...n}).

Exemplul 6.1.2. Functia f : R — R definita prin f (z) = cosaz, unde a > 0
este o functie periodica de perioada principala T' = %’r Sa consideram un interval de
lungime 7', de exemplu [-7, 7]. Cum functia f este continua pe acest interval (deci
este continua pe portiuni) si intervalul [-7, 7] are doua subintervale de monotonie
- pe (—Z,0) functia este crescatoare iar pe (0, T) este descrescatoare - (deci f este

monotona pe portiuni) rezulta ca functia f satisface conditiile lui Dirichlet.

Definitia 6.1.3. Conditiile lui Dirichlet petru o functie definita pe un
interval marginit. Fie f: I — R o functie, unde I C R este un interval marginit
de forma [a,b), (a,b) sau (a,b]. Fie f: R — R functia periodica, de perioada
T :=b— a a carei restrictie la intervalul I este chiar functia f, adica extensia
(sau extinderea) prin periodicitate a functiei f. Spunem ca functia f: I — R
satisface conditiile lui Dirichlet daca si numai daca extensia sa fsatisface conditiile
lui Dirichlet.

e Reamintim ca daca f : [a,b) — R atunci extinderea prin periodicitate
a functiei [ este functia f: R — R definita prin

f(@):=f(z—kT),z €la+kT,b+kT), k € Z

unde T := b — a este perioada extensiei (si desigur, f lja,0)= [)-

Observatia 6.1.2. Conform definitiilor 6.1.2 si 6.1.3 functia periodica f : R —
R verifica conditiile lui Dirichlet daca si numai daca exista un interval [a, b], unde
b—a este perioada lui f astfel incat restrictia f |4, satisface conditiile lui Dirichlet.

e Reamintim ca daca f: A — Rsi B C A functia f |g: B— R, f | (z) =
f (z)se numeste restrictia functiei f la multimea B.

Observatia 6.1.3. Fie f : I — R o functie, unde I C R este un interval
marginit de forma [a, b), (a,b), sau (a,b]. Conform definitiilor 6.1.2 si 6.1.3 functia f
satisface conditiile lui Dirichlet daca este marginita, continua pe portiuni (adica este
continua sau admite un numar finit de discontinuitati de speta intai) si monotona
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pe portiuni (adica admite un numar finit de subintervale de monotonie). Prin
urmare verificarea conditiilor lui Dirichlet nu impune extinderea functiei f prin
periodicitate.

Exemplul 6.1.3. Functia definita prin

[ —xz+1dacaze[-1,1)
f @)= { 2? daca x € [1,2)

este continua pe portiuni pe I = [—1,2) (deoarece f este marginita si a = 1 este
singurul punct de discontinuitate de speta intai, intrucat f(1 —0) = f(1) =0 #
f(140) = 1); f este monotona pe portiuni: este descrescatoare pe subintervalul
(—1,1) si crescatoare pe (1,2). In consecinta functia f satisface conditiile lui Dirich-
let.

2. 6.2. Serii Fourier

In cele ce urmeaza vom construi o serie trigonometrica pornind de la o functie
periodica ce satisface conditiile lui Dirichlet.

Definitia 6.2.1. Seria Fourier asociata unei functii periodice. Fie f :
R — R o functie periodica, de perioada principala T, care satisface conditiile lui
Dirichlet si w = 2% Atunci numerele

T
9 %
an = — [ f(z)cosnwzdz, n € N si
T “r
2
9 %
by == 7 [ f(z)sinnwzdz, n € N*

S|

se numesc coeficientit Fourier ai functier f iar seria trigonometrica construita
cu acesti coeficienti, i.e.

ap R .
3 + > ay cosnwz + by, sin nwz (%)

n=1

se numeste seria Fourier a functiei f, sau dezvoltarea functiei f in serie
Fourier.

Remarcam faptul ca, in conditiile definitiei de mai sus

e daca f este o functie para (i.e. f(—z) = f(z),Vz € R) atunci

ay, = f () cosnwadz, n €N, iar b, =0,Vn € N*.

N~
O —wly

In acest caz seria Fourier (x) asociata functiei f este

ap oS
— + > ay, cosnww;
2 n=1
vom spune, in acest caz, ca seria (x) este dezvoltarea in serie de cos-
inusuri a functiei f |z .
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e daca f este o functie impara (i.e. f(—z)=—f (z),Vz € R) atunci

i

a, =0, neN* iarb, = f (z) sinnwadz, ¥n € N*.

4
T

vl

In acest caz seria Fourier (x) asociata functiei f este
agp ey .
— 4+ > by sinnwz;
2 n=1
vom spune, in acest caz, ca seria (x) este dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f |z .
’2

Observatia 6.2.1. Reamintim ca, in conditiile definitiei precedente, coeficientii
Fourier ai functiei f se pot calcula pe orice interval de lungime T (functiile z 1—
f (z) cos nwz, respectiv x 1— f (x) sin nwz fiind periodice, de perioada T'). Deci

2(L+T
an = | f(z)cosnwz - dx, n € Nsi
2b+T
bn:T [ f(z)sinnwz - dz, n € N*
b

oricare ar fi a,b € R.

Urmatoarea definitie este de fapt o conventie: prin dezvoltarea in serie Fourier
a unet functii definite pe un interval marginit vom intelege de fapt dezvoltarea pre-
lungirii acesteia prin periodicitate, perioada fiind lungimea intervalului de definitie.

Definitia 6.2.2. Seria Fourier asociata unei functii definite pe un in-
terval marginit. Fie a < b < cosi f : [a,b) — R o functie care satisface conditiile

lui Dirichlet. Definim T :=b—a si w:= 2% Functia

F:R>R F(z)=f(zx—kT),Vx €la+kT,b+kT),Vk € Z

este o functie periodica de perioada T care satisface conditiile lui Dirichlet, si, a
carei restrictie la intervalul [a,b) este chiar functia f. Vom spune ca seria Fourier
si coeficientit Fourier ai functiei F sunt seria Fourier, respectiv coeficientii
Fourier ai functiei f. Analog definim seria , respectiv coeficientii Fourier pentru
o functie definita pe un interval de forma (a,b).

Observatia 6.2.2. Daca avem o functie f : I — R, unde I este de forma
[0,b), (=b,0],[0,0],[-b,0] si b < oo iar functia satisface conditiile lui Dirichlet si
dorim sa o dezvoltam in serie de cosinusuri, atunci -cum functia f nu este para-
trebuie sa prelungim functia f prin paritate, deci sa dezvoltam functia

. B f(x) daca x € [0,b)
for(=b,0) =R, f () = { f (—=z) daca x € (—b,0)

Sa remarcam faptul ca, in acest caz, perioada este lungimea intervalului de definitie
a functiei f,, adica T' = 2b, pulsatia este w = 7, iar coeficientii Fourier se pot
calcula folosind functia f direct, deoarece b, = 0, Vn € N* si

fp (z) cos (nwz) de = %fbf (z) cos (nwx) dx,n € N.
0

Ay —

S
O —8
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Observatia 6.2.3. Daca avem o functie f : I — R, unde I este de forma
[0,b), (—b,0],[0,b],[—b,0] si b < oo iar functia satisface conditiile lui Dirichlet si
dorim sa o dezvoltam in serie de sinusuri, atunci -cum functia f nu este impara-
trebuie sa prelungim functia f prin imparitate, deci sa dezvoltam functia

) B f(z) daca xz €[0,b)
fii(=b,0) =R, fi(z) = { —f(—z) daca z € (—b,0)

Sa remarcam faptul ca, in acest caz, perioada este lungimea intervalului de definitie

a functiei f;, adica T' = 2b, pulsatia este w = 7, iar coeficientii Fourier se pot

calcula folosind numai functia f direct, deoarece a,, = 0,Vn € N* si

2

b, = fp (z) sin (nwz) de = gfbf (z) sin (nwzx) dz, n € N*.
0

N
O N

Instrumentul esential de lucru cu seriile Fourier este dat de teorema lui Dirich-
let.

Teorema 6.2.1. Teorema lui Dirichlet. Fie f: R — R o functie periodica
de perioada T care satisface conditiile lui Dirichlet. Atunci seria Fourier asociata
functiei f este convergenta pe R, iar suma sa S : R — R are expresia analitica

fz=0)+f(z+0)
5 .

S(x) =

Observatia 6.2.4. Sa remarcam ca, in conditiile teoremei, daca = este un
punct de continuitate pentru functia f atunci S (z) = f ().

Exemplul 6.2.1. Sa incercam sa aflam care este seria Fourier asociata functiei
f(z)=tgz,x € ( z ”) . Primul pas pe care trebuie sa-l facem este sa vedem daca

T 202
1 daca z € [0,1)

Exemplul 6.2.2. Fie f(z) = { 0 daca z —1 - Sa se determine urma-

(1) Seria Fourier asociata acestei functii si suma sa.
(2) Seria Fourier de cosinusuri.

(3) Seria Fourier de sinusuri.

(4) Sumele seriilor numerice.

()

> m
5) s= ZO (27nlJ)rl

m=

Rezolvare. 1. Primul lucru pe care trebuie sa-1 facem pentru o asocia o serie
Fourier unei functii este sa verificam conditiile lui Dirichlet (daca acestea nu sunt
verificate, atunci nu se pune problema seriei Fourier asociate). Cum functia noastra
este marginita si are un singur punct de discontinuitate de speta intai (z = 1),
functia este continua pe portiuni; este si crescatoare pe (0, 1), deci monotona pe
portiuni; prin urmare satisface conditiile lui Dirichlet. Lungimea intervalului de
definitie este chiar perioada sumei seriei Fouriei asociate, deci aici T' = 1. Suma
seriei Fourier a functiei f este, conform teoremei lui Dirichlet, este chiar extinsa
prin periodicitate a functiei noastre in punctele de continuitate, adica S (z) = 1,
pentru x € R\Z, iar in punctul de discontinuitate al functiei f limitele laterale
pentru extensia prin periodicitate sunt egale cu 1, adica S (z) = 1, pentru z € Z .
Deci

S:R—-R, S(z)=1
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este suma seriei Fouriei asociate, iar a, = b, = 0Vn > 1 si ag = 2, adica seria
Fourier are forma triviala: 1.

2.: Prelungita prin paritate -pe care trebuie sa o consideram in cazul unei

serii de cosinusuri- verifica de asemenea conditiile lui Dirichlet si este
1 daca z € (—1,1)

fp(m):{ 0 dacaz =1
iala, i.e. 1, iar suma ei este functia S: R — R, S (z) =
3.: Trebuie sa prelungim functia prin imparitate. Aceasta prelungire este

_J1 daca z € [0,1) .
filz) = { 0 daca z = (~1,0)U {1} ° In acest caz perioada este

; deci, ca in primul caz, seria este triv-

lungimea intervalului, adica T = 2, pulsatia este w = m si, conditiile

T
2
Dirichlet fiind satisfacute, avem a,, = 0,Vn € N*, ag = % f fi(z
-3
Z 1
fdm =1sib, = 7 [ f (2)sin (nwz) dz = [ sin (n7rz) de = —-L cos (n7z) |§
0 0

_L[( 0 daca n = 2m
nm 2 dacan=2m+1,meN
de sinusuri a functiei f 51 suma sunt date de

1 daca x € (2k,2k + 1)

. In consecinta seria

1 2 X
- *Z 1sin(2m+1)7rx: 1 dacaz =k kel
T m= 0 daca = € (2k — 1,2k)
4.: Punand in identitatea precedenta T = % deoarece sin w =(-1)™,

*1 de unde s = Z.

obtinem § + 2 Z T

2771 +1

3. 6.3. Probleme rezolvate

Problema 6.3.1. Fie f:[0,27) — R definita prin:

1, daca = € [0, )
flz) = 0, dacaz =7
2, daca x € (m,2m)

(a) Aratati ca functia f verifica conditia lui Dirichlet si scrieti suma S pentru
seria lui Fourier asociata functiei f.

(b) Scrieti seria lui Fourier asociata lui f.

(c) Scrieti extinderea functiei f intr-o serie cosinus;

. X (—nm™ . X (—1)k(2k+1 2. /3
(d) Demonstrati ca s; = > (2m—)|rl =T sisy= kX_:O (4(k+1))2((4k+3))2 = ”12‘8[.

Solutie. (a) Functia f este marginita (de fapt f(z) € [0,2], pentru toti
x € [0, 2m)), crescatoare, si are un punct unic de prima specie de discontinuitate in
a=7:f(r—0)=1si f(r+0)=2

Prin urmare conditia lui Dirichlet este verificata. In acest caz suma S :
R — R este o functie periodica, si conform teoriei lui Dirichlet: S(z) = 1[g(z —

0)+g(z+0)],Vz € R, unde g este prelungire functiei f de periodicitate cu perioada
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principal T' = 27, i.e. g(x) = f(x — 2kn),x € [2kw, 2kz € [2km, 2k + I)7), k € Z
prin urmare

1, daca 0 < z — 2km < w <> x € [2km, (2k + 1))
g(z) = 0, daca x = 2k + )7
2, dacam <z —2kr <2m <=z € [2k+ 1)m2(k+ 1)m)
unde k € Z
Deoarece g este o functie continua pe (2k, (2k + 1)7) U ((2k + 1)m, 2(k +

1)m),k € Z, rezulta ca S(z) = g(z) pe aceste intervale; cand x = 2km avem
g(2km —0) =g(0 —0) = lirrbg(as) =2,si g(2kn +0) =¢g(04+0) = f(0+0) = 1;

<0
241 = 3 Pentru z = (2k + 1)7 avem:
g9((2k+ 1)m —0) (7r— 0) = f(w—()):lsi
9((2k+ 1) +0) (m+0)=f(r+0)=
prin urmare S((2k + 1)m) = 2, pentru toti k € Z; in consecmta
1, daca x € (2km, (2k 4 1))
S(z) = 3, dacax € {km ke Z }
2, daca x € ((2k+ 1)m,2(k + 1))

prin urmare S(2km) =

=g
_9

unde k € Z.

(b). De fapt vom dezvolta, la fel ca in definillie (v), functia periodica

g: R — R, cu perioada T' = 27 si pulsatia w = %’T = 1. Vom calcula coeficientii lui

us

2
Fourier: a, = 2 f g9(z) cos(nwz)dr = & [g(z) cosnzdr = L [ f(z) cosnazdr =
Y 0 0

2

= fcos nzdx + f2cosmcdx] 1L sinnz|] + 2 sinnz|?") =

1

nm

[sm xm + 2(sm 2n7r —sinnm)] =0, daca n € N* si

:%[fdx+2fdx]=%(7r+27r):3.

Analog pentru n € N* :
T 2m

g(z) sin(nwz)dz = £ [g(z) sinnzdr = L [ f(z) sinnzdr =
0 0

2
bn:T

MH"‘NH

2
sinnzdr + [2sinnade] = L[—L cosnz|] — 2 cosna|2"] =

L= +1-2(1 = (-1)")] = L[(=1)" — 1], de unde by, = 0,n € N*
si b1 —m7 daca m € N*;

y

-4

— o

in consecinta, seria lui Fourier asociata lui f este:

32 Z ﬁ sin(2m+ 1)z si suma sa S : R — R este definita la punctul

(a). Partmular pentru T = g obtinem suma s; (din punctul (d)):
oo
— §(z _ 2 3 _ 2 =™
1= 8(2 T Z 2m+1 Sln(nﬂ- + ) 2 T 2m-+1"
m=0 m=0
S~ DT
prin urmare sy = ) 55 = 7.
m=0
Pentru a doua serie sy remarcam ca:

2k+1 _1 1 _ 1
(4k+1)2(4k+3)2 — 8[(4k+1)2 (4k+3)2}'
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Pe de alta parte o primitiva a termenului general al seriei (1) este %m cos(2m+
1)z. Este natural sa punem intrebarea: poate fi integrata egalitatea termen cu

o0
termen:3 — 2 37 2m1+1 sin(2m+ 1)z =1,z € (0,m)?

m=0

Raspunsul este afirmativ (vezi ex. 6). Atunci avem:
33: 2 Z 2’!7L+1)2 COS(2m + 1).’E =z+ C x e (0 7'(')

unde C’ ebte o constanta reala. Pentru x = 7 in (3) obtinem C' = 7 si pentru

o0
— 3T o4 2 1 T _ T, T _ T i
T = 7 avem: g + > 0(2m+1)2 cos(2m + 1)4 = 7+ % = 3, prin urmare, deoarece
m=

(?})k m = 2k
T _ 1 M i MY 2
cos(2m + 1) = ﬁ(cos ot — sin ) (71};1 okt 1
rezulta ca:
k
IZ 4k+1 7 + (ikié) =I(3-3) = 7{—;; aici vom folosit faptul cd

serile Z ﬁ si Z % sunt convergente absolut. Prin urmare, folosind (2):

Z %, sau §o = le\sﬁ'
( ) Definim o functie para h : (—27,27) — R astfel incat h(z) = f(x),
pentru toti x € [0, 27). De fapt
1, daca z € (—m,m)
h(z) = 0, daca x € {—m, 7}
2, daca x € (=27, —m) U (7, 27)

si aflam coeficientii lui Fourier pentru h; in acest caz T = 4w, w = Z—: = %,
b, = 0 pentru toti n € N* si ag = %7h (x)dx = %(}dw + 27d$) =3;

pentru nTz 1 avem ’ ’ "

ap = ﬁzh(:ﬁ) cos(nazx)dr = }Tsz(a:) cos Brdx = = fcos d;zc—i—f cos Ldx] =
112 gin TLQ—””TJng sin "2—””% = 2 [sinnr+2(sinnr—sin )] = — 2 sin 2F = { 2(,?’)7J:ST n=2mmeN¥ }
T o x 4 ™ T@mrn=2m+1meN

Prin urmare, cosinusul seriei pentru functia f este:

1)mt! 2m—+1)x
342 22)+1 (+),x€R

Din teorema lui Dirichlet stim ca suma acestei serii este
S (2) = L[H(x — 0) + H(z +0)
unde H este prelungirea functiei h prin perioada cu 1" = 47. Prin urmare:
1,daca z € ((2k — 1), 2k + 1)
S(x)=< 2,dacaz € ((2k+ 1)m, (2k+ 3)m
3. daca x=(2k+1)m
unde k € Z. In plus pentru z =0 avem:

1)m+1 l)m -
S(O)*1<:> + Z syl — 1= 22m+1*2'

Problema 6.3.2. Flef 0,1) =R, f(x )
(a) Scrieti seriile lui Fourier pentru cosinusuri

(b)Calculati:
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> 00 1 0 (—1ym ) >
Ss1 = Zn2»32:ZW,53: > @m0z S S4= v

n=1 n=0 m=0 n=1
(¢) Construiti seria lui Fourier a sinusului pentru f.
Solution.(a) Prelungirea functiei f la o functie para este:
g(iL’) = |:L'|,£U € (_la ]-);
prin urmare T =1— (-1) = 2,w = 2% = m,b, = 0,n € N* si

a, = ng ) cos(nazx)dr = 2ff ) cos(nmx)dx,n € N*
0
Atuncl1

ag = 2f:cdm =1, si pentru n € N*:

2 2

1
_ 4 _ 2
n_T‘({ sinnmz) dr = =

— 0, dacan:2m7m€N *
- _W7 dacan=2m+1,meN
g € C°(—1,1), din teorema lui Dirichlet avem:

[e )
1_ 4 zom cos(2m + 1)z = |z|, pentru z € (—1,1).

2 2

De fapt seria (1) are suma

[zsinnrz|f + = cosnralf] = 2z [(—1)" — 1]

xiii

S(x)=L[g(x —kT —0)+ g(x — kT +0)] = |z — 2k|,z € 2k — 1,2k + 1),k € Z,

2

cu diagrama:

LIPSESTE DIAGRAMA !
(b)Din(1), pentru = 0 avem:

2

1 4 1 _ _ 2
2 72 ZO(2m+1)2 =0= 5= 8 -
m=
Dar
= 1 = 1 o 1 1 : T
S1 = Z = Z @m)? + Z @mtn? = 151 + 2, prin urmare s; = ‘.
n=1 m=1 m=0
Remarcam
oo
1
|(2m+1)2 cos(2m + 1)x| <7 +1)2Va: e R, si Zo Ty convergent,
m=

prin urmare din criteriul 1u1 Weierstrass ajungem la concluzia ca (*) este
convergenta uniform si putem integra termen cu termen in (1):

§ = X Gt sin(2m + Nre = 5+ Vo € (-1,1)
m=0

si pentru x = 0 obtinem constanta ¢ = 0; pentru z = % avem

m_ 141 T
7_7T3Z(27rz+1)( n™=g 7353 = § 83 = 33-

Din nou:
ik sin(2m + )| < 5—=3Vz € R,

|(2m+1 (2m+1)

(2)

si Z m convergent, prin urmare din criteriul lui Weierstrass seria (2)

poate fi 1ntegrata terme cu termen (teorema continuitatii):

z? _|_ ZOW cos(2m + 1)mx = + kyxe (—1,1)
m=

Fie x =0 in (3); obtinem

4s=k, unde s = Z Rem pentru z = 3 in (3):

+1)4 7

3)
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1 o _4
1—6——20 4—8+k:>2451s 5

Mai rnult -
. 4
- Z % - Z (277L)4 + Z 2rn+1)4 = T16$4 + s, prin urmare sq = 370
n=1 m=1
(C)I n ac stcazT—2an—O pentru n € N si

1 1 1
b, = # [2(sinnrz)de = Qfm —-L cosnrz)dx = —n%rmcosmrﬂ—i—ﬁﬁ sin(nmzx)| =
0 0

2(71)71-%—1
> % sin(nmz),z € R
n=1
este seria lui Fourier a sinusului.Suma este prelungirea periodica pentru functia:
h(z) = z, daca x € (—1,1)
T AAM(-140)+Ah(1-0)] =0, dacaz =1
Prin urmare:

22 )nl
undekEZ

, pentru oricare n € N*, prin urmare :

(nrz) = x — 2k, daca x € (2k — 1,2k + 1)
sin(nmz 0, daca x =2k +1

Problema 6.3.3. Fie f: (—m, 7] — R, f(z) = €.
(a) Extindeti in seria lui Fourier aceasta functie si gasiti suma,
(b) Gasiti suma seriilor:

oo
1 : 1
> Ty S @niDZ 1
n=0 n=0

Solutie. In timp ce f € C°(—n, 7] este marginita si crescatoare, conditiile lui
Dirichlet sunt verificate, prin urmare seria lui Fourier este asociata lui f :

L+ > ay, cos(nwe) + by, sin(nwz),

n=1
este convergent pe R, unde
T=n—(-m) =2r
este perioada si
w = 27” =1
este pulsatia; suma S : R — R este o functie periodica cu perioada T = 27 si
S(z) = { e 2k p e ((2k — ), 2k + 1)7),k € Z }

11S(2k — 0) + S(2k + 0)] = chrm,ifr = 2k + 1)1,k € Z

Sa deter%ninam coeﬁcigntii lui Fourier:

0=2% [ f(z)de =1 [e"dw = L[e” — e7"] = Zshr, si pentru n > 1,
- -7

™ ™
an =1 [e®cosnzdr = Lle® cosnz|*, —n [ e® cosnzda] = (—1)" LT — nlq,,
—r -7
prin urmare
— n 2shm 1
On = (_1) T nZfl
si analogul
_ (_1\n—12shm  _n
bn = ( 1) ks n2+1
pentru oricare n € N * In consecinta:

S(l‘) —_ sh7r 2sh7'r Z

n=1

b) Pentru z = 0 obtinem

2+1 (cos nx — nsinne)
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n

S(O) —1= ahﬂ' + s}m Z n2+1’
n+1

prin urmare

_ _T 1
Z n2+1 ~ 2shmw + 2
51 pentru T =T avem

o)
_ shm 2shm 1
chm = 220 4 220% 2—n2+17

T

prin urmare
oo

1 __ mwchm 1
Z n2+1 ~ 2shmw + 2

Dar seriile (1) si (2) sunt absolut convergente, prin urmare, adunandu-le obtinem:

m(ldchm) _ i’é (=" 2§ 1

2shm - n2+1 4m2+1
. n=0 n=0

prln urmare

Z 4m2+1 = 2 + 4sh (1+ chm),

si prln scaderea (1) si (2) urmeaza:
o0

__ mchm

1
nZ:O(Qm—&-l)Z-i-l ~ 4shm”
Problema 6.3.4. Fie f:(0,1) —» R,f (x) = 22
(a) Extindeti f in seria lui Fourier.
(b) Scrieti seria sinusurilor asociata lui f.
(c) Extindeti f in cosinusul seriei.

o0 oo} o]
(d) Gasiti suma seriilor - %, > A si Y &
n=1 n=1 n=1

Solutie.

potrivit teoremei lui
Dirichlet, seria lui Fourier asociata e convergenta pe R si suma ei S : R — R
este o functie periodica avand perioada T =1 si pulsatia w = 27. Mai mult,

S(z) =z, daca z € (0,1), si S(0) =
S (z) = e k):? ((11222 xxe:(lz; k+ 1)

sf0+0)+ f(1-0)] =3,

2)

(a) Functia f este continua, marginita si crescatoare, prin urmare

prin urmare:

pentru oricare k € Z,

Si acum sa gasim coeficientii lui Fourier. In timp ce:

an = % 2 cos 2nmxdx, pentru n € N

O%H

avem

1
ap =2 [a?dx = 2 si pentrun > 1:

1
_ 2 2 1
On = 2n7r£x

1 1
1,2 1 1 —_1 42 1
— 2 cos 2nma|y + =2 [ cos2nrxdr = — - 4+ 2o f
0
1
b, = 2f1:sin2mm:dx =t 2z81112n71'3:|0
0
1 1 _ 1
P COS2’I’Z7T£L"O = o

1 1
(sin2nma) de = -La? sin 2n7wx|j— %jﬁx sin2nradr = 2 51 [2(cos 2nrzx) do
0

1

z(sin 2n7z) de = ——,

1
217r2 fsin 2nrxdr = fn—lw +
0

Prin urmare, seria trigonometrica asociata lui f este

o0
3+ 21# cos2nmz = S (z), 7 € R,
n=
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(b) Extindem functia prin imparitate si o dezvoltam in seria trigonometrica.
In acest caz, seria obtinuta este convergenta pe R si suma ei S; : R — R va fii o
functie perioadica avand perioada T = 2, pulsatia w = 27” =7 si:
(x — 2k)?, daca = € [2k,2k + 1)
Sy (z) =< —(x—2k)2, daca z € (2k — 1, 2k) unde k € Z
0, daca * =2k+1
Malmult an =0, n6N81pr1nn>1

1
b, = Tff )sin(nwz)d = fac sin(nrz) = — -2 [2%(cosnrz) de = — 22 cos nma|j+
0 0
L nt1 .
%{x cosnmxdr = —%(—1)”+%%£m(sm nrz) dx = %—i—#x sinnrz|i+
2 1
2(=1)"*! —5— = ———, N =2m

n3n3 Ccos nﬂ'l’% = ( n7)'r +n327r3 [(_1)“_1] = { (Qmil)wzﬁﬂ(2m+41’r)n7:r;7n =2m+1 }

Prin urmare
o0

Sy (z) = 21;717 sin 2mmx + [(2mil)ﬂ - (2m+41)3ﬂ3] sin(2m + 1)7z.pentru oricare
r € R. "

(c) Extindem functia g : (—1,1) — R, g(z) = 22 in seria trigonometrica; din
noul =2, @w=m, si

So(x) = @+ > ancosnmz, Sy : R — R,
n+1

unde suma Ss este o functie periodica avand perioada 1" = 2,
Sy (z) = g(x — 2k) = (z — 2k)2 2 € (2k — 1,2k + 1),k € Z
Aici

%
an = 7 [ f(z) cosnwadr = 2 [x* cos nrxde,

0 0
prin urmare

1
ap = 2[x*dz = 2, si pentrun > 1,
0

1
Z (g% (sinnrz) dr = 222 sinnrz|§— MQfm
0

a =
n nmw nmw

COSTL N ([ = 2 2xcosmm:o =
nm n=m

4 Gty
nZpz COSTT = S

In consecinta

— 1,45
Sy () = 3+ =z > 5 cos(nmx),x € R.
=1

In particular:
?=1+453 (71)n cos(nmz),z € (—1,1) (*).

T2
n=1
. s 1
(d) Fie s = Zlﬁ sisy = Z(2m+1)2
n=
Atunci
= 1 = 1._3
1= 0 T 2 G =5~ 15 =19
Pe de alta parte pentru z = 0 in (*) avem
1 4 = (=" 1 4 1 1 1 1 1 405 1
O=3+m X S =3tmlute-—wte—)=3+m(2 52—
m=1 m=1
&)
1 -1, 4 1, 4. 1, 1, 3. _ 2 1
Z (4m+1)2)_ 3—’_7r2 15 7251 = +7r28 8= 7T28+3’
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prin urmare:
[e ]

S =

2

n? 6 -

1 ™

n=1

Criteriul lui Weierstrass si teorema continuitatii implica, din (*):
ﬁ +A= Z ( ) sin(nrz),z € (—1;1)

unde, pentru T = 0 obtinem A = 0; integram dinou termen cu termen si

obtinem:

0 I
% +B= % + 43 (_1n)4 : cos(nmz),z € (—1,1).

P
n=1

Pentru z = 0 in (1) obtinem:

o0 n—1
4 —1
B=%3
n=1
si pentru = 1 in (1) obtinem:
o (—n"! 1 4= 1 1
st B =95+ g1 2 —pr— cos i S 20 T T 2. ot cos(mm) = 55 +
n=1 n=2m me1
oo
1 =™t _ 1 1
P mT =21 T 16D,
n=1
prin urmare
o0 1 o0
B=1;". Daca a = ZF Zo( T, avem
: m=
1 1 4 1.
dar -
_ 1 _ 15
@=L mwp t XL T © w000 =1
si
_ 15 I
B = (150 - 150) = 555 = 175
in consecinta a = g—o
4. 6.4. Exercitii
(1) Fie f : [—a,0] — R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Care

sunt formulele de calcul a coeficientilor Fourier pentru seria Fourier de
sinusuri asociata?

Fie f : [-a,0] — R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Care
sunt formulele de calcul a coeficientilor Fourier pentru seria Fourier de
cosinusuri asociata?

Fie f : [0,a] — Rofunctie care satisface conditiile lui Dirichlet. Demostrati
ca prelungirea prin paritate a acestei functii verifica conditiile lui Dirichlet.
Fie f : [0,a] — R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Demostrati
ca prelungirea prin imparitate a acestei functii verifica conditiile lui Dirich-
let.

Scrieti seria Fourier pentru f (z) = 22 pe intervalul [0, 27] apoi pe inter-
valul [—7, 7].

Incercati sa scrieti seria Fourier pentru functia

[ z daca z € [0,1]
f (@)= { x? daca z € (1,2]

Folosind seria de cosinusuri pentru functia f (x) = x pe intervalul [0, 7],
determinati sumele urmatoarelor serii numerice:
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© 5

(8) Scrieti seria Fourier pentru functia

—1 daca z € (—m,0)
f(x)= 1 daca = € (0,m)
0 daca z € {—m,0,7}

Trasati apoi graficele functiei f si a sumei seriei Fourier gasite.
(9) Scrieti si reprezentati grafic suma seriei Fourier asociate functiei f (z) =
e®,x € [0, 7], fara a determina coeficientii Fourier.
% daca x € [0, 2]
—z daca = € (2,3
tati in acelasi sistem de axe graficele sumei acestei serii si al functiei f.
(11) Fie a € R\Z. Aratati ca

(10) Determinati seria Fourier a functiei f (z) = { |- Reprezen-

n COSNT

o0
3 = 2 51 b -1 5 9
T COS aT asinam 5¢2 + ngl (=1 a2 _n2

} Vo € [—m, 7]

Determinati apoi sumele seriilor numerice
o (=D"

(a) > aZ—n?
n=1

(b) S ol

n=1
(12) Gasiti «, 8,7 € R astfel incat suma S : R — R trigonometrica a seriei lui
Fourier asociata functiei f : I — R are perioada egala cu lungimea lui 1
si S(x) = f(z),pentru toti x € I, unde:
a,z € [1,2]
(a) f:[1,3] = R, f(z) = Byx=2
v,x € [2,3]
sinz, z € (0,%)

o, =3
cosx,x € (§,m)
B,x =
13,z € (m,5)
Y, T =05
z,x € [-1,0)
a,z =0
z?+ B,z e (0,1)
v =1
Raspunsuri: a) a =8 =7 € R, b) a = %,B =6,v = %, c)
a=y=-1,=-2.

(13) Fie f : (a,b) — R. Folosind teorema lui Dirichlet aratati ca exista o
serie trigonometrica pe R a carei sume S este o functie periodica avand
perioada T' = b—a astfel incat S(x) = f(z), pentru toate punctele continue
x € (a,b), apoi aflati S(z) unde:

© f:[-L1 =R, fz) =
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0

(b) f:(—m7m) =R, f(z)= { 5!191;15:;3 : EO—77;7T)

© £: 0 Rta) ={ 350
Raspunsuri: a) S(z) = f(z — 2kn), daca x € (2k + 1,2k +
IN{2(k+1)}, 502k +1)=13,5(2k) =6 unde k € Z
b) S(z) = f(a— 3k7r) dacax € ((3k—1)m, (3k+2)m)\{3kn}, S(3knm) =
0,S((3k — 1)) = Lshdrm, unde k € Z
) S(z) = f(z— kﬂ') daca = € (km, (k+1)7)\{(4k+1)7}, S(km) = 6,
S((4k+1)Z) = L2 unde k € Z.

(14) Fie f:[0,a) — R. Demonstrati ca exista o serie cosinus, convergenta pe
R a carei sume S este o functie periodica continua, a carei perioade este
2a astfel incat S(x) = f(z), pentru toti z € [0,a), si gasiti S(z),z € R in
urmatoarele cazuri:

(a) £:]0,2) = R, f(z) = lnx+1)
2%, x € 0,1

(b)f:[077r)—>R,fx :{3 2 21,71')
]

¢]

r—x°,T €C
© F:0.2 - f@={ G50

Raspunsuri: a) S(z) = In(1 — x — 4k) daca = € [4k — 2,4k],
S(z) =In(x + 1 — 4k) daca x € [4k,4k + 2],unde k € Z
b) S(z) = (z — 2km)?, daca z € [2kr — 1,27k + 1], S(z) =3 —x +
2km — (z — 2kr)?,daca z € (2km + 1, (2k + 1)7),
S(z) =3+ — 2km — (z — 2km)?,daca x € [(2k — 1)m, 2k — 1],unde
keZ
¢) S(z) = sin(6k —z — 1), daca = € [6k — 1,6k], S(x) =1 — 6k + =z,
daca z € [6k,6k+1] si S(z) = sin(z—6k—1), daca z € [6k+1,6k+3].

(15) Fie f : [-m, 7] — R, f(x) = 22 cu ajutorul seriei trigonometrice obtinute
aratati ca: ) )
- +E+.. =5sil+b+s+..=2.
onstruiti o serie Fourier pentru urmatoarele functii periodice cu perioada
16) Construiti ie Fouri t toarele functii periodi ioad
2m

(a) f(z) =1, pentru z € (0,7), si f(—x) = —f(x) -
(b) f(z) = x pentru = € [0,7] si f(—x) = f(z); aratati ca HZ::OW -

/—\

7\'2
8
B T, pentru x € (—777 0)
(©) fz) = { 7 —z, pentru z € [0, ]

X s B
Raspunsuri: a) 2> sin@n—ljz ) b)T — 4 E cos(2n—1)z OE

| 2n—1 (2n— 12 ’
n=
§ (_1)»,171 sin nz + 2 . cos(nz)

n n?

1
(17) Extindeti in serii Fourier urmatoarele functii periodice cu perioada 2I :

(a) f(x) = 1, pentru z € (0,1), f(—z) = —f(2)
(b) f(z) = 1 —, pentru @ € [0, 1], f(—z) = f(x) = 1
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[ 0,z €(=1,0]
© o ={ %
Raspunsuri: a) 2 21%7 b) 3+ Z Cos((inﬂl))zm, c)s—
- n— ) nrw.
7;1 - 71'%173*1)2 cos 2 ] 2 4 11')71 sin #7=

(18) Extindeti urmatoarele functii in serii Fourier:
(a) flz)="5* 0,7, f(=2) = f(=z), f(z+2m) = f(2)
o0
. . . o . . . 1 _ 1
(b) f(x)=|sinz|; cu ajutorul seriei obtinute aratati ca nglm = .

(c 2) — { x, pentru z € [0, %] si f(—z) = ,f( )
( m—x, pentru x € (5, 7] si f(—z) = —f(x)

(z)
(z) = = pentru z € 0,1], f(—z) = f(=), f(w+21)
(x)
()

f(@).
| 1, pentru z € [-1,0] si f(z+2) = f(z)

“ | =, pentruz € (0,1] si f(z+2) = f(2)

= e” pentru x € (—1,1), f(z + 21) = f(x).

Raspunsuri: a)§ + 2[cosx + 952~ 4 <352 4 ];
b))LSI:inxl gln_gfi[ccislg:;x—’— C%S]glx + C%S"?I + .“]
c)=|sinx — + — ...

d)%r — il [cos =+ 52 cos% +..];
of - Bl ¢ i o |)  fjame y e )
f) shl[f—QZ(n%Wcos“l Wsmz’%—i—...)].

(19) Fie f:[0,7) — R, f(z) =sinz.

(a) Extindeti f in serie Fourier.
(b) Extindeti f in serie sinus.

(c) Extindeti f in serie cosinus.
)

(d) Gasiti suma seriei Z %1)

o0
Raspunsuri: a) sic) f(z) =2 — 23 <8208 4 ¢ [0, 7);
n=1

b) f(z) =sinz,z € [0,7); d)2 — 7 + 71“—;
(20) Extindeti f : (—m,7) — R in serie trigonometrica si gasiti S(7), unde S
este suma serilor pentru:
(a) f(z) =cosax,a € R\ N;
(b) f(z) =a daca x € (—m,0] si f(x) =b, daca z € (0,7);
(¢) f(z) =shz,aeR
Raspunsuri:

a) f(x) L sin am + 2(lbln am Z az_cs;nz S( ) — cosar
n=1

b) f(x) _ aTJ,-b _ 2(a7r—b) i‘é Sin(2n_1)w7s(ﬂ_) _ a+b

— 2n—1 2
2shar o (—1):; .
) flz) = =25 %" 5w sinnz, S(m) = 0.
n=1

(21) Demonstrati ca:

(a) L — 4 3 cosn—lyna _ z,w e (0,1
2 2 (2n—-1)2 2—$,.’E€(172) )
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4n2—1

(b) 72r+;4r§(1)"cos2m:{ COS%&UE[(()

5l
)

()

(2n—1)> 7 1536°
(0,71') - R, f(z)=z+1.

=1 —COSZT,T €
(c) T4y, SHgosnr — 52 4 e [0, 7;
n=1
fe’e] no1 3
@) 3 Gilay = 5
i( D
[

(22) Fie

(a) Extindeti f intr-o serie Fourier trigonometrica.
(b) Extindeti f intr-o serie Fourier a functiei sinus.
(c) Extindeti f intr-o serie Fourier a functiei cosinus.
d) Gasm sumele seriilor numerlce

(
1n1

00

1 .
> ki 3 o 2 il
n=0 n=

oS} .
Raspunsuri: a) sib) f(z) =2 +1— 2 ) s2ne 4 ¢ (0, 1)

n=1

¢) fla) =5 +1— 2% LU 2 € (0,m)



Vom generaliza notiunea de distanta din R. Distanta dintre numerele z,y €
R este numarul pozitiv |z — y|; in R? distanta dintre punctele de coordonate
(z1,72), (y1,72) € R? este numarul pozitiv \/(x1 — y1)2 + (v2 — y2)2 .

Definitie: Presupunem ca functia cu valori reale
d:Mx M —[0,00),

unde M este o multime nevida, verificd urmatoarele trei axiome pentru orice
x,y,2 € M :

e (M;) d(z,y) =0 daci si numai dacd x = y.
d (MZ) d(l‘, y) = d(y7£17)
o (Ms3) d(z,z) <d(z,y)+ d(y, z) (inegalitatea triunghiului).

(i). O astfel de functie d se numete metrica, (sau distantd) pe M (pentru
M). Multimea M inzestratd cu o metricd d-notatd (M, d)- se numeste spatiu
metric; pentru x,y € M, numarul pozitiv d(x,y) se numeste distantd intre x gi
y; © € M este numit punct (din spatiul metric M).

(ii). Fie (X,d) un spatiu metric , a € X un punct si fie r > 0. Multimea :

S(a,r)={xeX: daz)<r}

se numegte bila deschisa de raza r cu centru in a.

Exemplu: Fie X o multime nevida. Definim :

|1, dacaxz#y
d@,y) = { 0, daciz=y.

Atunci d este distanta pe X numitd metrica discreta. Daca r > 0 si a este
un punct din X atunci S(a,r) = {a}.

Exemplu: Functia

1 1
d:N"xN*—[0,00), d(m,n)=|———
m n

verificd (My), (Mz) si (Ms), deci (N*, d) este un spatiu metric.
De exemplu, distanta dintre punctele 3 si 13 este:

1 1 10

iar bila cu centrul in 1 si de raza r = 1 este :

1
S(l,l):{neN*: ‘1—’<1}:N*,
n



in timp ce bila cu centrul in 1, de raza % este:

1 1 1
1, =)= o< =b=11
stt.3g) = {newis|i- 1< = q

deoarece inecuatia de mai sus este echivalenta cu n < %, deci n = 1.

Exemplu: Fie p € N*. Functia

d:RY X BY = [0,00),d(x,y) = \/ (21— 92)? + (22— 92)? + o+ (25— 9)",

pentru « = (21, ..., %p), ¥y = (Y1, ..., Yp) € RP, este un spatiu metric pe RP, numit
si spatiul Eculidian RP.

e Pentru p = 2,

5((0,0),1) = {(z,y) € R*:  d((0,0), (x,y)) = Va? +y> < 1},
deci bila cu centrul in (0,0) si de raza 1 este un disc deschis.

e Pentru p = 3,
= ((0,0,0),1) = {(a,y,2) ER: 2+ +2* <1}

este "mingea” cu centrul in (0,0,0) gi de raza 1.

Exemplu: Fie p € N* gi d : R? x R? — [0, 00), definitd prin

d((z1, ~~-xp)> (y1, ~~-yp)) = |z — 1|+ |z2 —y2| + ... + |1'p - yp|'

Atunci (RP, d) este un spatiu metric.
Daca p = 2, atunci bila centrata in origine si de raza 1, este

8((0,0),1) = {(z,y) € R*:  max{fa],|y[} <1},

deci imaginea geometrica a acestei bile este, in acest caz, interiorul unui patrat.

In aceste exemple, spatiul liniar RP, peste campulnumerelor reale, a fost
inzestrat cu o metrica, de exemplu cu metrica euclidiana. Drept consecinta,
orice vector din R? are o lungime, si anume distanta sa la origine ( vectorul
nul). Vom prezenta in cele ce urmeazi o notiune abstractd pentru lungimea
unui vector intr-un cadru mai general.

Definitia 2: Fie V un spatiu liniar peste corpul numerelor reale. O functie
v:V = [0,00) este numitd normd pe V, dacd sunt satisfacute urmdatoarele
aziome:

e (Ny) v(v) =0 dacd si numai daca v = 0.



o (N3) v(Mv) = |A|v(v) pentru orice A € R i orice v € V.

o (N3) v(u+v) < |v(u)+v(v) pentru orice w € V gi orice v € V. Ultima
inegalitate este cunoscutd ca inegalitatea triunghiului.

Un spatiu liniar in zestrat cu o normd se numeste spatiu liniar normat. O
notatie uvzuald pentru norma v este || - ||, iar norma unui vector v € V wva fi
notatd tn mod uzual cu ||v|| in loc de v(v).

Notam ca daca R si C sunt gandite ca spatii liniare atunci valoarea absoluta
obignuitd | - | este normé pe aceste spatii.

Teorema 1: Fie (V|| - || un spatiu liniar normat si
d(l’,y) = ||Z - y” T,y € V.

Atunci (V,d) este u spatiu metric. De asemenea, dacd M este o submultime
nevida a lui V' atunci (M, d|) este un spatiu metric.

Demonstratie: Evident d este funtie cu valori pozitive. Avem:
d(x’y)20<:>||m_y|| =0 rz—-—y=0&x=y,

deci (Mj) este indeplinitd. Pe de altd parte, aplicind (Ng2) petru A = —1,
obtinem

d(z,y) =z —yll = I = (@ =) = ly — =ll = d(y, ).
Acum, in baza lui (N3), putem scrie:

d(z,y) = llz = yll = [(z = 2) + (z =)l < [z = 2| + |z = yl| = d(, 2) + d(z,9).

Prin urmare conditiile (eM2) si (M3) sunt indeplinite.

Exemplul 6: Fie p € N*. Atunci

|z|| :== \/27 + 23 + - -- 22 — norma euclidiana;
[zl = la] + |w2| + - - |2plsi
2]z = max{|z1], [za], - - |zp]},

pentru x = (x1, T2, -~ &) € RP, sunt trei norme pe RP, (vezi Ex.3-Ex.5).

Definitie: Fie V' un spatiul liniar peste corpul numerelor reale. O functie
w:VxV = R se numeste produs scalar pe V' daca satisface urmadatoarele patru
azriome.

o 1 ulx+vy,z)=p(x,y) + ulz, 2), pentru orice x,y,z € V.

o Ir p(x,y) = uly,x) pentru orice x,y € V.



o I3 ulax,y) = ap(x,y) pentru orice z,y € V, si orice a € R.

o Iy p(x,x) > 0 pentru orice x € V, si p(x,x)) = 0 dacd i numai dacd
z=0.

Remarca Produsul scalar al vectorilor z i y din V' va fi notat prin < z,y >
sa chiar simplu z - y. Produsul scalar (real) este o aplicatie biliniara, adicd este
liniar in ambele variabile. Luate impreund, axiomele (I7) — (I3), ne asigurd ci
petru orice «, 3,c’, 5’ din R si orice z,y,z’,3" din V, are loc:

< az+py, o' +ByY >=ad <z,2' > +af <z,y > +Bd <y, ¥ >+B5 <y, y >.

Un spatiu liniar dotat cu un produs scalar (V, < -, - >) satisface inegalitatea
lui Schwarz, care o generalizare a biecunoscutei inegalitati Cauchy-Schwarz.

n 2 n n
i=1 i=1 i=1
unde a;,b; e Rgi 1 <i<n.

Teorema 2. Fie (V,< -,- >) un spatiu cu produs scalar si x,y doi vectori
arbitrari din V. Atunci

| <zy>| <<z, >/<yy> (1)

egalitatea avand loc daca gi numai daca unul dintre cei doi vectori este multiplul
cu un scalar al celuilalt.

Demonstratie: Dacia < z,y >= 0 atunci inegalitatea (1) este evidenta.

Admitem ca < z,y ># 0. In particular, vectorii x §i y sunt nenuli. Notam

u(w,y) = S22 si observim cd u(z,y)? = 1 si

<zu(@,y)y >=<u(z,y)z,y >=| <2,y > |.
Prin urmare, pentru orice s € R, avem ca:

0 << sz +u(z,y)y, sz +u(z,y)y >=s" <z,x>+2s| <2,y > [+ <y,y >.
(2)
Avand in vedere c& < x,x > este diferit de zero, conditia din (2) ne spune ci
discriminantul trinomului din dreapta semnului egal este negativ, adica

| <zy> P <<za><yy>,

care este echivalenta cu inegalitatea din (1).
Pe de altd parte, daca inegalitatea in (2) este strictd pentru orice s € R
atunci discriminantul trinomului despre care vorbeam mai sus trebuie sa fie



strict negativ. Cu alte cuvinte, egalitatea in (1) impune egalitatea in (2) pentru
cel putin un numaér real s. Acest s verifica si sz = —u(x,y)y, fapt ce aratd ca
egalitatea in (1) se realizeaza doar dacd unul dintre vectori este multiplu cu un
scalar al celuilalt.

Exemplul 7: In spatiul liniar R?, peste corpul R, unde p € N*, consideram:
<,y >i=T1y1 + T2Y2 + - TpYp,

pentru orice z = (x1,%2, - ,%p), ¥ = (Y1,¥Y2, - ,Yp) € RP. Acesta este un
produs scalar numit produsul scalar euclidian.

Teorema 3. Fie (V, < -,- >) un spatiu cu produs scalar. Spatiul V' poate fi
normat (deci se poate i metriza) in urmatorul mod:

Iz = v<z,x> zeV

Aceasta este o norma pe V, deci (V, || - ||) devine spatiu normat.
Demonstratie: Daca ||z = 0 atunci < 2,z >= 0 deci = = 0. In plus, este

clar ca ||z|| = /< @, > > 0, pentru orice z € V. Petru a deduce axioma (Nz),
procedam astfel. Fie A € R. Atunci:

IMz]| = V< Az, dax > = /()2 < a2 > = |\ <z,2>.

In fine, pentru a deduce inegalitatea triunghiului din definitia normei, utilizam
inegalitatea lui Schwarz, astfel:

lz+yl? =<z +y,2+y>=lz|* + |yl +2 <2,y ><

1 + llyll* + 2l (lllyll = (=] + ly1)*-

In consecintd, ||z + y| < ||z| + |lyl| pentru orice z,y € V, adicd (N3) este
verificata.

Remarca: Produsul scalar euclidian pe R? (vezi Ex. 7) induce prin (Th.
3) o norma euclidiand (vezi Ex.6), care induce la randul ei pri (Th. 1) metrica
euclidiana pe R? (vezi Ex. 3).

Urmatoarea identitate, cunoscuta ca legea paralelogramului, are loc in spatii
cu produs scalar.

Teorema 4. Daca (V, < -,- > este un spatiu cu produs scalar, atunci
lz +ylI* + [l = ylI* = 2(|z[|* + [|y]|* (3)

pentru orice z,y € V.



Demonstratie:
o +yl? =<z +yz+y>= |z + |lylI* +2 <,y > i

le —ylP=<z+y,z+y>=|z|*+|yl|> -2 <2,y >.

Prin adunarea acestor relatii se obtine (3).

Remarca: Teorema stabilesgte ca intr-u spatiu cu produs scalar, inzestrat
cu norma sa naturala, suma patratelor lungimilor diagonalelor sale este egala
cu suma patratelor lungimilor laturilor sale. un corolar imediat este identitatea:

1 1
Stz y >+ <yo > = fllz+yl - 2 - y)P)

Exemplul 8. Fie C°[a, b] spatiul liniar al tuturor functiilor continue de la
[a, b] la R. Definim:

b
< f,g>= /f(z)g(x)dx, Vf,g € C’O[a,b].

Acesta este un produs scalar pe C°[a, b]. care induce norma
b
191 = [ Pa)de. feClabl

1 ELEMENTE DE TOPOLOGIE

Aici vom prezenta concepte precum cele de vecindtate a unui punct, puncte de
acumulare, limite, puncte limita pentru spatiul R sau pentru spatii mai generale
cum ar fi spatiile metrice.

Fie (X, d) un spatiu metric.

Definitia 4. (i). Vom spune cd multimea G C X este deschisa dacd ea
este nevidd, sau dacd pentru orice a € G exista r > 0 astfel incdit S(a,r) C G.
Multimea Tg a tuturor multimilor deschise din spatiul (X, d) este o topologie pe
X, numita topologia indusa de metrica d.

(ii) O multime V C X se numeste vecindtate a punctului a € X gi notam
v € V, dacd exista v > 0 astfel incat S(a,r) C V. An notat cu V, mulfimea
tuturor vecinatatilor punctului r € X.

O consecinta imediata a definitiei este:

Propozitia 4: O multime G C X este deschisd daca si numai daca ea este
vecinatate pentru orice punct al sau.



Propozitia 5: Orice spatiu metric (X, d) are proprietatea lui Haussdorff,
adica pentru orice z,y € X, x # y exista V € V, si U € V, astfel incat
UNYV # @, adica oricare doua puncte diferite au vecinatati disjuncte.

Demonstratie: Deorece z # y, distanta r := d(z,y) este strict pozitiva.
Fie U := S(z,r/3) si V = S(y,r/3). Este clar c&d € V, si V € V. In plus, daci
ar exista z € U NV atunci din inegalitatea triunghiului, deducem

r=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) < 2%,

care este o contradictie. Ramane ca U NV = @.

Definitie: Fie (X,d) un spatiu metric, v € X st A C X o multime nevidd.
Vom spune ca:

e 1 este punct aderent pentru mulfimea A dacd orice vecindtate a lui x
intersecteazd mulfimea A, adica

W)V eV, = VNA+D);

e x este punct de acumulare al mulfimii A, dacd

VWV eV, = VNA\{z} #9);

e x este punct izolat al mulfimii A, daca

@AV)(V eV, siVNA={z}).

Multimea A se numegte inchisd dacd complementara sa C(A) := X \ A este o
multime deschisd. Vom nota cu A multimea punctelor aderente lui 4, cu Iz(A)
multimea punctelor sale izolate, iar cu A’ multimea punctelor sale de acumulare.
Aceasta din urma se mai numete si derivata multimii A.

Remarci: Din definitii rezulta:

e v € A’ daci si numai daci x € A si x nu apartine la Iz(A).

o A= AU Iz(A).

o A este deschisa daca si numai dacd C'(A) este multime Inchisa.

Propozitia 6. Multimea F este inchisa in spatiul metric (X, d) daca si
numai dacd ea isi contine punctele de acumulare (adica dacd F' C F).

Demonstratie: 1. Fie F inchisid. Atunci G\ F este deschisa, deci este i
vecinatate pentru oricare dintre punctele sale. Prin urmare, niciun punct



din G nu poate fi punct limitd pentru F' (deoarece GNF\{x} este multimea
vidd). Deci punctele de acumulare ale lui F' apartin lui F, cu alte cuvinte
F' contine toate punctele limita pe care ea le poate avea.

2. Daca F isi contine punctele limitd atunci pentru orice x € X \ F' exista
o vecindtate deschisa a lui z astfel incat V, N F'\ {z} = @. In particular,
Ve.NF C X\ F. Atunci

X\F=U{V,: zeX\F, V,eV,, V,eTi}

este o multime deschisa, fiind reuniunea unei colectii de multimi deschise.
Prin urmare F' este multime inchisa.

Propozitia 7. Fie (X,d) un spatiu metric si 75 topologia pe X generata
de d. Atunci

e (a) Multimile @, X apartin la 7j.
e (b) Dacd G; si G4 apartin la 7T atunci si intersectia lor G1 N Gs € Ty.

e (c) Pentru orice multime nevida de indici I cu proprietatea cd G; € Ty
pentru fiecare i € I, avem ca

UierGi € Ta.

Demonstratie: (a) Multimea vida apartine (prin definitie) oricirei topologii
in timp ce X contine toate bilele deschise, deci X € Ty.

(b) Fie G si G2 doud multimi din 7; si notdm cu G intersectia lor. Dacd G
sau G5 este multimea vida atunci si G este multimea vida, caz in care nu ramane
nimic de demonstrat. Analizam acum cazul cand G; §i G2 au intersectia nevida.
Fie z € G. Atunci x € G1 si € G3. Din definitie exista r; > 0 si ro > 0 astfel
incat S(z,r1) C Gy ¢i S(z,72) C Go. Fie r := min{ry,r9}. Este clar ca S(x,r)
este submultime atat pentru Gy cat si pentru Gs. Prin urmare S(z,r) C G, deci
GeTly.

(c) Dacd G = U;e1G; = @ atunci G € Tg, iar In caz contrar existd x € G
deci exista si j € I astfel incat + € G;. Dar G; € Ty, deci existd r > 0 astfel
incat S(z,r) C G; C G, fapt care probeaza ca G € 7.

Tinand cont de relatiile lui De Morgan din teoria multimilor
C(Uierdi) = MierCA;,  C(Nierdi) = Uie1CA;,

obtinem:

Propozitia 8: Fie (X, d) un spatiu metric si Fy4 colectia tuturor multimilor
inchise ale lui X. Atunci



e (a) Multimile @, X apartin la Fy.
e (b) Dacd F si Fy apartin la F,; atunci gi reuniunea lor G; U G2 € Fy.

e (c) Pentru orice multime nevida de indici I cu proprietatea ca F; € Fy
pentru fiecare i € I, avem ca

ﬁiEIFi e Fy.

Exemplul 9. Fie A = [0,1] x (1,2) U {(2,2)} submultime a spatiului eu-

clidian R2. Atunci:

(a) A nu este deschisd deoarece punctul (1,0)14, dar pentru orice r > 0 bila

S((1,0),7) nu este inclusd in A.

(b) A u este nici inchisa, deoarece G := R? \ A nu este deschisa (punctul

(1,1) € G si pentru orice r > 0 bila S((1,1),7) nu este inclusa in G).

(c¢) Iz (A) = {(2,2)}, deoarece S((2,2),1)N A = {(2,2)} deci (2,2) este

punct izolat pentru A, si orice alt punct din A este punct de acumulare pentru

A

(d) A=1[0,1] x [1,2]N{(2,2)} i A" = [0,1] x [1,2].

Definitie: Fie (X, d) un spatiu metric, A C X si a € X.

e (i) Punctul a este numit punct interior pentru A dacd A € V,. Vom nota
cu Int(A) multimea punctelor interioare ale lui A.

e (ii) Punctul a se numeste punct exterior al lui A daci a este punct interior
pentru X \ A. Notdm cu Ext(A) multimea punctelor exterioare lui A.

e (iii) Punctul a se numesgte punct frontiera al multimii A dacé el este punct
aderent atat pentru A cat si pentru X \ A. Notdm cu Fr(A) multimea
punctelor frontiera ale lui A.

Propozitia 9: Daca (X, d) un spatiu metric si A o submul{me nevida a lui

X, atunci:

e (a) Int(A) este cea mai mare multime deschisd (in sensul relatiei de in-
cluziune) continutd in A.

e (b) A este cea mai mica multime inchisa care contine pe A.

e (c) Fr(A) este o multime inchisa.

Demonstratie: (a) Fie a € Int(A). Atunci, din definitie rezulta ca exista

re > 0 astfel incat S(a,r) C A. Cum S(a,r) este deschisd avem si S(a,r) C
Int(A). Urmeaza:

Int(A) C UaeInt(A)S(a7T) C Int(A),



fapt care arati cd Int(A) este multime deschisd (reuniune de multimi deschise).
Daca B este o multime deschisa inclusa in A atunci B este vecinatate pentru
orice punct al sau deci B C Int(A), ceea ce inseamnd ci Int(A) este cea mai
"largd” multime deschisa continuta in A.

(b) Avem de aritat ci A este intersectia tuturor multimilor inchise care
includ multimea A. Demonstratia poate fi realizata in doua etape.

1. A este inchisa si contine A, caz in care include si intersectia despre care
vorbeam mai sus.

2. A este inclusa in intersectia tuturor multimilor inchise care includ multimea
A. Pentru a dovedi acest ultim fapt, fie z € A si si admitem prin absurd ca
exista o multime inchisa F' cu A C I si astfel incat z nu apartine la F. Atunci
x € CF care este o vecinatate deschisa a lui x i CF C CA. Cu alte cuvinte,
CF este o vecinatate a lui = care nu intersecteaza multimea A. Am ajuns la
contradictie cu ipoteza = € A.

Pentru a finaliza demonstratia a rimas si aritam ci A este o multime
inchisa. Vom arata ca A isi contine punctele de acumulare si aplicim Propozitia
6, de mai sus. Fie x € (A)’. Atunci pentru orice vecinitate deschisa V, a lui
x avem ca V, N A\ {z} # @. Prin urmare, existd y € V, N A cu y # z. Fiind
deschisi v, este vecinitate a lui y si cum y € A trebuie ca V, N A # @. Dar V,
este vecinate deschisd arbitrara a lui z, deci z € A.

(c) Fr(A) = ANCA si este multime inchisi fiind intersectia a doud multimi
inchise.

Exemplul 10. Fie A =[0,1] x (1,2) U{(2,2)} ca in Ex.9. Atunci:

Int(A) = (0,1) x (1,2).
Ext(A) = R%\ [0,1] x [1,2] U {(2,2)} = R?\ A.
Fr(A) ={(0,y) :y € [1,2]} n{(1,y) : y € [1,2]}N
Mz, 1) :ze[1,2}n{(z2):ze[1,2]}n{(22)]}

2 Siruri

Intr-un spatiu metric general (X, d) noi gandim adesea un sir (,),>1 ca fiind
imaginea funtiei s : N* — X; pentru fiecare n € N*, s(n) = x,,. Riguros vorbind,
(n)n>1 C X nu este o submultime de puncte din X (adicd s poate sa nu fie
injectivd), dar dacd este clar inteles cd (z,,) este un sir vom scrie (z,) C X.

Definitie: Fie (X, d) un spatiu metric. Sirul (z,,) C X este convergent dacé

Bz)(YV)(@Eny)(Vn)(z € X,V € Vy,ny e Non>ny — 2, € V)

Remarci: 1. Este evident din proprietatea lui Haussdorff ca daca un sir
este convergent atunci x din definitie este unic determinat si se va numi limita

sirului (x,,). Vom scrie z = lim x,, sau simplu z,, — x.
n— o0
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2. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

e (a) x = nl;rrgo T

e (b) Pentru fiecare V' € V, multimea {n € N : z,, nu apartine multimii V'}
este finita.

e (c) Pentru orice r > 0 existd n(r) € N astfel incat z,, € S(z,r) pentru
orice n > n(r).

e (d) Pentru orice r > 0 existd n(r) € N astfel incat d(z,,x) < r pentru
orice n > n(r).

e (e) lim d(z,,z)=0.

n—oo
3. Daca (V, ||||) este un spatiu normat si (z,,) C V atunci:

z = limz,, < lim ||z, —z|| =0
n— n—

<= [Ve > 03n (¢) €IN astfel incat ||z, — z| < &,Vn > n(e)].

Definitia 8. Un sir (x,,) intr-un spatiu metric se numeste un sir Cauchy (
sau sir fundamental ) daca:

[Ve > 03n (¢) €IN astfel incat d(zy, Tm) < €,Ym,n > n ()], sau echivalent:

[Ve > 03n (¢) € IN astfel incat d(zy1p, zn) <e,Vn >mn(e),Vp € IN].

Remarca. Sirul Cauchy, prin insasi natura ”aspectului” convergent in unele
spatii metrice, ”limita” unui sir Cauchy s-ar putea sa nu existe in spatiu .
De exemplu = = [0,1) este un spatiu metric cu distanta definita ca d(z,y) =
|z —y|;2, =1— 1 ,n €IN* ce defineste un sir din X care este un sir Cauchy -
intrucat (x,) este un sit in IR si in IR,x,, — 1(n — o0), si dupa cum stim in
IR un sir este convergent daca si numai daca acesta este un sir Cauchy - dar nu
este convergent ( daca (z,,) este convergent in X, atunci © = nh_)rrgo X, € [0,1);

dar x,, — 1 in IR si de asemenea x,, — x # 1— contradictie ! ).

De asemenea

(2n) CQuzp = (1+ 2)",n € IN*

este un sir Cauchy pe spatiul metric Q dar (x,) nu converge la un numar
in Q.

Asta ne aduce la o alta definitie.

Definitia 9. (i) Un spatiu metric (X, d) este declarat a fii complet daca
fiecare sir Cauchy in spatiu converge la o limita care este de asemenea in X.

(ii) Un spatiu normat (V ||.]|) ce este complet cu respect catre distanta indusa
se numeste un spatiu Banach.

(ii) Un spatiu cu un produs interior infinit dimensional (V,< -,- >) ce este
un spatiu Banac cu respect catre regula indusa se numeste spatiul Hilbert.

Exemplul 11. Spatiul Euclidian IR este un spatiu Banac, dupa cum am
vazut in criterul convergentei generale in Capitolul 1.

Teorema 10. Intr-un spatiu metric fiecare sir convergent este un sir Cauchy.

Demonstratie. Sa presupunem ca (z,), este un sir convergent in spatiul

metric (X, d). Atunci 3z € X astfel incat lim x,, = x, deci, pentru oricare € > 0
n—oo

exista un rank n (¢) € IN astfel incat d(z,,x) < 5, pentru oricare n > n (¢).

11



Atunci, folosind inegalitatea triunghiului avem:

d(Zm, Tn) < d(2n, ) +d(2,2,) < 5+ 5 =¢€,Ym,n > n(e) prin urmare (z,,)
este un sir fundamental.

Teorema 11. Presupunem ca (x,) este un sir intr-un spatiu metric (X, d) si
a € X grup de punct a sirul. Atunci (x,) contine un subsir (zy, ) care converge
la a.

Demonstratie. Cand spunem ca 2 € X este un grup de punct al (z,,) C X
s-ar putea sa nu fie clar ca ne referim ca a este un punct de acumulare al setului
de puncte distincte a sirului. Daca punctul apare infinit de des ca un punct a
sirului, atunci e usor sa vedem ca exista un subsir (z, ) C (z,) unde zr, = a,
n €IN*. Apare doar finit de des (poate nu apare deloc) in sir, ipoteza teoremei
este aceea ca fiecare vecinatatea stearsa V'\{a} ce contine un puncte al sirului.

Fie (Sn),gmn un sir descrescator cu sfera deschisa de raza 1 centrata in a,
de la fiecare, dintra care a a fost sters , ce este

S = S(a, L)\ P{a}n €IN*.

Fie zg, € {zm|m €IN*} NS;. Acum S; trebuie sa contina un punct zy, €
{Zm|m €IN,m > ki + 1} intrucat fiecare S, este necesar sa contina multe
puncte ale (z,). Asemanator, este un punct zp, € {T,|m > k2} N Ss, si in
general:

Tk, € {mm‘m > kn} n Sn—i—l;

astfel obtinem un subsir (xy, ) C (z,,) de termeni distinctie ai sirului original.
Dar zj, € Sy, prin urmare

0< d(zg,,a) < ﬁ — 0, cand n — o0;

prin urmare a = lim Tk, -
n—00

Teorema 12. Spatiul Euclidian IR? este un spatiu Banach, p €IN*,
Demonstratie. Fie x=(z1,...,2p),y = (y1, ..., yp) € IRP. Atunci:

P
o =yl < llz -yl =4 Zl(mk —yi)? < ypmax{|ry —yklk =1,2,...p} (1)
i=

pentru k = 1,2, ...,p. Rezulta ca sirul (x,), unde z, = (z1p,..., Tpn) este
convergent pe z = (1, ..., Zp) :

Ty = T <> [Tpn — Tp,pentru k =1,2,...,p]

Din (1) rezijta ca (x,) este un sir Cauchy in IR? daca si numai daca sirul
(Tkn)pern > £ = 1,2, ..., p sunt toate siruri Cauchy

Fie acum (), cn un sir Cauchy in IR”. Atunci pentru oricare k € {1,2, ..., p},
(kn) pern €ste un sir Cauchy in IR prin urmare, din criteriul lui Cauchy rezulta

ca (k) este convergent in IR, exista z; €IR astfel incat lim g, = zi, k =
n— o0

1,2,...,p.Prin urmare:

an;o(zkn) = (21,2, ..,%p), prin urmare (x,) este un sir convergent.

4. TEOREME DE PUNCT FIX

Teoremele ce le vom prezenta in aceasta sectiune au multe aplicatii in teoria
ecuatiilor diferentiale, in teoria ecuatiilor integrale, in teoria de aproximare, in
teoria stabilitatii ecuatiilor functionale, etc.

Definitia 10. Fie (X, d) un spatiu metric si f: X — X o functie.
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(i) Un punct a € X se numeste punct fix pentru functia f daca si numai
daca f (a) = a. Notam Fiz (f) setul tuturor punctelor fixe ale functiei f.

(ii)Functia f se numeste contradictie de constanta « daca « € (0,1) si
d(f(z), f(y) < ad(zx,y), pentru oricare z,y € X.

Exempul 12. Fie IR un spatiu Euclidian (d (z,y) = | — y|,Vz,y € IR)
si f IR—IR,f (x) = sinz. Aceasta functie are un punct fix unic si anume
Fixz (f) = {0}, dar f nu este o contradictie. Cu adevarat, daca presupunem ca
exista un numar « € (0, 1) astfel incat:

|sinz —siny| < a|z —y|,Vz,y €IR, atunci, pentru y = 0 avem:

Isinz| < alz|,Vo €IR*,de unde 1 = il_r}%|¥| < « in contradictie cu

ipoteza « € (0,1).
In randurile urmatoare vom da suficiente conditii in care o functie are un
punct fix unic.
Teorema 13. (a punctului fix a lui Banach). Fie (X,d) un spatiu metric
complet si f: X — X o contradictie de constante a € (0,1). Atunci f are un
punct fix unic. Mai mult, daca xg € X atunci sirul definit repetat:
Zp = f (n—1) pentru oricare n €IN* *)
converge la a si:
d(zp,a) < %d (20, 1) , pentru oricare n €IN*, (*%)
Demonstratie. 1.Prima data aratam ca sirul construit la (*) este funda-
mental. Pnetru asta demonstram ca:
d(Tp, Tpi1) < a”d(xg,x1),V n eIN* (1)

prin inductie pe n. Pentru n = 1, intrucat f e o contradictie, avem:

d(z1,22) =d(f (mg) - f(x1)) < a-d(xp,21).

Acum presupunem ca, pentru un n €IN* fix, inegalitatea (1) este adevarata,
atunci

d(Tnt1,Tnp2) = d(f (20) - f (@n41)) < @~ d(@n, 2n1) < " (20, 21), 81
inegalitatea este demonstrata. Daca p €IN*, din inegalitatea triunghiului si
(1) avem:

d(Zn, Tnip) < d (T, Tpp1)+d (@nprs Tppo)too A d (Tngp-1, Tnip) < ad (20, 21)+
o™l (zg, 21) + ... + " TP (2, 1) = " 22 d (w0, 21)

prin urmare:

A (Tn, Tntp) < 12=d (z0,21) ,Vn EIN*,p €IN* (2)

Dacae > 0, intrucat a™ — 0, exista pe n (¢) €IN* astfel incat %d (xo,21) <
e,VYn > n(e),Vp €IN*, (z,) este un sir Cauchy. Dar (X, d) este un spatiu met-
ric complet, prin urmare (x,) e convergent. Fie a limita:

a:= nlirlgoxn (3)

2. Demonstram ca a € Fiz (f). Folosind din nou faptul ca f este o contra-
dictie si (3) avem:
0< d(f(xn) : f(a)) < a'd(xnaa) - a'd(a,a) =0,

n— o0

prin urmare

d(f(xn) - fa) =20 <= f(z,) — f(a) <= zpt1 — f(a)(n > ), de
unde f (a) = a intrucat limita sirului (z,,) e unica.

3.Aratam ca a este unicul punct fix al functiei f.
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Presupunem ca b € Fiz (f), este f (b) = b. Atunci:

d(a,b)=d(f(a),f (b)) <a-d(a,b) sau

(1-a)d(a,b) <0<«<=d(a,b) <0<= d(a,b) =0 <= a =D prin urmare
Fixf = {a}.

4.Pentru a arata inegalitatea (**) folosim inegalitatea triunghiului si (2);
avem:

d(zn,a) < d(Tn, Totp) + d(Tngp,a) < % (xo,21) + d(Tptp, a),Vn,p EIN*
si pentru p — oo obtinem:

d(zp,a) < %d (zo, 1), pentru oricare n €IN*,

Aplicatii in Aproximari

Exemplul 13. Fie f : [a,b] — [a,b], f € Cl[a,b] si presupunem 0 # || f*|| :=
sup{|f‘ (x)| |z € [a,b]} < 1. arata ca f are un punct fix unic.

Solutie. Fie x,y € [a,b] doua puncte arbitrare. Din teorema lui Lagrange
rezulta: 3¢ intre x si y astfel incat f () — f (y) = f () (x — y), prin urmare:

£ @) = FWI < ] -z =yl Y.y € fa,b),

f este o contradictie de constanta || f*|| . Dar X = [a, b] este un spatiu metric
complet, in ceea ce priveste distanta Euclidian. Prin urmare, teorema punctului
fix a lui Banach implica faptul ca f are un punct fix unic.

Exemplul 14.Calculati radaciniile reale ale ecuatiei z°4+10z—1 = 0

cu exact 3 cifre.

Solutie.Fie

y IR—IR,y () = 2° + 102 — 1; deoarece

y(x) =5zt +10 > 0,V €IR,

y este o functie crescatoare, prin urmare ecuatia (1) are o radacina reala
unica a € [0,1] := X (intrucaty (0) = =1 < 0 < y (1) = 10).

Scriem ecuatia (1) in forma de f (z) = z plasand:

f(x):ﬁﬂo,f:X%X

unde X = [0, 1] este un spatiu metric complet (cu spatiul Euclidian d(z, y) :=

|z — y|. Vom demonstra ca f este o contradictie folsind Exercitiul 13. Avem:
48
f‘(x)zwfw SO,Q:EX
Prin urmaref este o functie descrescatoare si imaginea ei:
FX) = f10,1]=[f (1), f(0)] =[5}, 55) C X,
f este definit corect; mai mult, f € C[0, 1], prin urmare f* € C°[0, 1] si

IF1 < 15 ()| < by = .V € X,

Din exercitiul 13 rezulta ca f : X — X este o contradictie de constanta

o= %, si putem aplicat teorema lui Banach. Fie zo = 0. Gasim n €IN¥* astfel
incat:

an _ 1 1] _ 1 1.

1_ad(x0,x1) T oosn(1-4) |0 - E} = 2512410 < 109 (3)
atunci:

Tn = a, “rn_a| < ﬁ7

eroarea este mai mica decat 1073. Observam ca pentru n = 2 inegalitatea (3)
este verificata. Prin urmarea am obtinut exact solutia ecuatiei (1) aproximata
exact cu trei cifre:

~ o — _oe(1\_ 1 _ 10,000
axxy=f(x1)=f (ﬁ) = I 710~ 100,001 ¥ 0.099.

Aplicatie a ecuatiilor integrale
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Pentru a ilustra o aplicatie a teoremei lui Banach, remarcam prima data ca
CPa, b] este un spatiu Banach, unde regula este definita:

£l = sup{|f ()| | € [a,b]},Vf € Ca, b].

Exemplul 15. Fie g € C%a,b] si A # 0 astfel incat:

Al < M(b Q) T &

unde M este o constanta pozitiva pentru care |z - e‘édt,m € la,b] are o
solutie unica.

Solutie. Este clar ca integrala exista si partea dreapta a ecuatiei este o
functie continua pe x daca f € C°[a, b]; Problema noastra este daca exista sau
daca nu exista o functie si numai o functie continua f € C°[a, b] care va satisface
ecuatia, facand o identitate in z pentru z € [a,b]. Aplicam teorema dupa cum
urmeaza:

definim functia F (f) (z) = g (z) + /\}t - f () - e~ dt

aratam ca F e o contradictie pentru (}1, f2 € C%a, b,

IF (fr) = F ()l = Af fr () = f2 (O]t T dt < \M(b—a)
allfi = fall

unde a € (0,1). Teorema garanteaza existenta unei f € C°[a, b] unice, astfel
incat F (f) = f.

Sir de puncte fixe

Definitia 11. Fie (X,d), (Y,d) un spatiu metric si f,, : X — Y, n €IN.

Spunem ca sirul (f,,) este uniform convergent daca exista f : X — Y astfel
incat:

[Ve > 0,3n. €IN astfel incat 0 (f,, (x), f (z)) < &,Vn > n., Vo € X]

Scriem in acest caz f, — f (peX).

Teorema 14. Fie (X,d) un spatiu metric complet, (fy), o un sir conver-

gent uniform : f, : X = X, f, = f (peX). Daca:

() Fiz (fn) # 0,Vn eIN*;

(ii) f este o contradictie de constanta «;

atunci orice sir (z,,) de puncte fixe, x, € Fiz (f,) converge si are ca limita
punctul fix unic def.

Demonstratie. Teorema lui Banach implica faptul ca f are un punct fix
unic. Fie Fiz (f) = {z}. Trebuie sa aratam ca z,, — x.

Avem:

d(zn,x) = d(fn(zn), [ (1)) < d(fn(@n), [ (@n))+d (f (zn), [ (2) < d(fn(zn), f(2))+
ad (z,, ), de unde:

d(zn, ) < 7=d (fn (@n), f (zn)) = 0, cand n — oo, prin urmare d (z,, ) —

0, cand n — oco. Prin urmare lim z, = x.
n—oo

Putem demonstra urmatoarea teorema de surjectivitate.

Teorema 15. Fie (X, ||.||) un spatiu Banach si f : X — X o contradictie
de constanta «. Atunci id, — f e o functie surjectiva.

Demonstratie. Fie y € X, fix si definit:

h:X =X, h(z)=f(z)+y.

— foll =
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Atunci:

1h(z1) — h(z2)|| = ||f (x1) — f (z2)]] < al|lz1 — z2|, prin urmare h este o
contradictie de constanta « si prin teorema lui Banach exista un x € X unic
astfel incat:

hiz)=c<=f@)+y=c<=z— f(z)=y.

Prin urmare id, — f este o functie surjectiva.

5. PROBLEME REZOLVATE

Exercitiul 16. Fie {0,1} inzestrat cu adaosul modulo 2,

r®dy=0dacarz=ysiz@y=1dacaz#y

Demonstrati ca ({0,1}P,d) e un spatiu metric unde p €IN* si

p
d(w,y):= 2wk @yr = (21 QY1) + (T2 D y2) + ... + (7, DYp)
k=1

pentru oricare £ = (21,...,%p),y = (Y1,---,Yp) € {0,1}? (distanta Hamming,
foarte folositoare in teoria codurilor; suma in definitia lui d e realizata in IN,
prin uwrmare d (z,y) € {0, 1, ...,p}. Gasiti S((0,0,...,0),1) si S((0,0,...,0),2).

Solutie. Verificam axioma M1,M2 si M3.

Mi1.

d(z,y) =0<= 2, Qyr =0,k =1,2,..,p <=z = yp, k = 1,2,...,p —
T =y.

M2. E evident

M3. Fie z = (z1,...,2p), ¥ = (Y1, -1 Yp), 2 = (21, ..., 2p) € {0,1}7

Atunci:

T @z < (2 Pyr) + (yp D 21), pentru k =1,2,....p

Intr-adevar, daca xx @ 2z = 0 si inegalitatea e adevarata, si daca yi # zk,
de exemplu y = 0, 2z = 1, atunci:

(@ @yr) + (e D 2ze) =y + (Y @ 1) =1 =2, @ 25,

Prin uwrmare d (z,2) < d(z,y) + d (y, 2)

Sfera centrata in (0,0,...,0) cu raza 1 este:

S5((0,0,...,0),1) = {z = (z1,...,2p)|d (z,(0,...,0)) = x1 + 22 + ... + 7, <
1} ={(0,0,...,0)}

si pentru r = 2

S((0,0,...,0),2) = {(z1, .., zp)|z1+..42, < 2} = {(1,0,...,0), (0,1,0,0), ..., 0,0, ..

Exercitiul 17. Fie A = {(z,y) € IR?|z,y > 0,2 +y < 1}.

Determinati seturile A, A, A, ExtA, FrA (in IR? consideram topologia Eu-
clidiana).

Solutie. Fie 0(0,0), M(1,0), N(0,1).

(a) Aratam ca:

A={(z,y) e IR*z,y > 0,2 +y <} := B.

Din definitia punctelor aderente rezulta ca A C A. Fie (a,b) € IR? astfel
incat

a,b>0,a+b=1ceeste (a,b) € B. Fie r > 0. Atunci: a — z < \/(f;ﬁ si

br .
b -y < \/TW' Avern.
O<z+y<a+b=1si(x—a)’+(y—>b)*<r% prin urmare:
(x,y) € An S ((a,b);r), prin urmare (a,b) € A.
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Prin urmare B C A.

Fie (a,b) € IR*\B. Alegem

r = min{d (P,OM),d(P,ON),d(P,MN)},

unde P este punctul coodonatelor (a,b), si

d(P,OM),d(P,ON),d(P,MN)

sunt distantele dintre punctul P si liniille OM,ON, respectiv MN. Atunci:

S(a,b)NnA=0,

prin urmare (a,b) ¢ A. Prin urmare IR*\ B ¢ IR*\A < A C B.

Deci A = B = A .

(b) Aratam ca C := {(z,y) € IR*|z,y > 0,z +y <1} = A

Fie (a,b) € C,r = min{d(P,OM),d(P,ON),d(P,MN)}, unde P (a,b).
Atunci: . _

S((a,b),r) C A, prin urmare (a,b) € A, prin urmare C C A

Daca (a,b) € A atunci:

Ir > 0 astfel incat S((a,b),r) C A; dar (a,b) € S((a,b);r), prin urmare
a,b>0,a+b < 1. Trebuie sa aratam ca a > 0/

Presupunem ca a = 0. Atunci pentru x = —5,y = b avem:

(x — a)2 +(y— b)2 = % < r2, prin urmare (z,y) € S ((a,b),r) si (z,y) ¢ A;
contradictie | Deci A C C, prin urmare A=C.

a,b>0,a+b=1ljie. (ab) € B. Fier > 0. Atunci: a —z < ﬁ si

b—y< \/;gi’ﬂw .Avem: a<z+y<a+b=1si (aa—fL)z—&—(;g—b)2 < r?; prin
urmare: (z,y) € AN S((a,b);r), prin urmare (a,b) € A.
Deci B C A.

Fie acum (a,b) € IR?\ B. Alegem 7 = min{d(P,OM), d(P,ON),d(P, MN)},
unde P este punctul de coordonate (a,b), si d(P,OM),d(P,ON),d(P, MN)
sunt distantele dintre punctul P si dreptele OM, ON, respectiv M N.Atunci:
S((a,b),7)NA = ¢, de aici rezulta ca (a,b) ¢ A. Prin urmare IR?\ B CIR?\A <
A C B.Prin uramre A= B = A’ .

(b)Vom arata ca C := {(z,y) €IR?|z,y > 0,z +y < 1} = A.
Fie (a,b) € C,r = min{d(P,OM),d(P,ON),d(P, MN)}, unde P(a,b).Atunci:
S((a,b),r) C A,de aici rezulta ca (a,b) € ;)1 prin urmare C C 2

Daca (a,b) € A atunci:
Ir >0 ad. S((a,b),r) C A;
dar (a,b) € S((a,b),r), prin urmare a,b > 0,a + b < 1.Trebuie sa aratam ca
a > 0.
Presupunem ca a = 0. Atunci pentru x = —3,y = b avem:
(r —a)®+ (y—0)? = 2—2 < r2,de aici rezulta ca (z,y) € S((a,b),r) si

(z,y) ¢ A; contradictie! Deci A C C, si prin urmare A = C.
(¢) Analog:
Ext A=1R? - A= {(z,y) € IR?|lz < 0} U {(z,y) € IR?|y < 0}
U {(z,y) €EIR?|z > 0,y > 0,z +y > 1}.
(d)Vom arata ca:
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D :={(x,0) € IR?|x € [0,1]} U {(0,y) € IR?|y € [0,1]}
U{(z,y) € IR}z +y=1,2€ (0,1)} =Fr A
Fie (a,b) € D. Presupunem caa+b=1a € (0,1).Atunci pentru un r
ales arbitrar r > 0siz = a,y =b—c¢,z2 = b+c unde ¢ = min{%, £} avem:
(z,y) € S((a,b),r)N A, si (z,y) € S((a,b),r) N C(A), prin urmare (a,b) € Fr
A. Cu argumente similarein demonstrarea restului incluziunii.
Exercitiul 18.Gasiti radacina reala a a ecuatiei z® + z — 1000 = 0
1)

pana in 1074,
Solutie. Pentru a aplica teorema lui Banach trebuie sa scriem ecuatia
(1) in forma = = f(x). De exemplu putem scrie (1) de forma :
x = /1000 — x := f(x)

este evident ca radacina exacta a € (9,10), deci vom alege xo = 10. Avem:
’ — 1 = .
fl(z) = eV /s si pentru z € (9, 10) :

1f'(@)] < 55505 ~ 500 =
Dar f[9,10] = [£(10), £(9)] = [¥/990, /991] C [9, 10] prin urmare vom definii
f:X:=109,10] — X, f(x) = /1000 — z si aceasta functie este o contractie de
constante a = ﬁ, X =[9,10] este un spatiu metric complet si:
ZTp — a, unde g = 10, 2,41 = f(z,),n € IN.
Avem:
21 = f(20) ~ 9.96655, 75 ~ 9.96666, 23 ~ 9.96667;
prin urmare a ~ 9.96667.

Exerc1t1ul 19.Gasiti radacina reala a ecuatiei:
(—1)n~1.g2"

-1

pana in 10 5.
Solutie.Putem scrie ecuatia in forma x = f(z) pentru:
f(z) = 0.4431135 + Z

-1, 2n 1
m, z € IR, raza de convergenta este

’ﬂ

O 71..:1;271. n_p2(n—1) X (L1)n—1l.p2n
R =o00. Dar f/(z) = z_:l( (111)71)!, = 2 Z 1)(n or— = 2 Z_:z( 1)(n)!

—22(1—e ) >0, pentru z > 0

Prin urmare f este o functie crescatoare, f[0.44, 1] C [0.44, 1] si | f/(2)| < 15,
pentru x € [0.44, %].Prin urmare putem aplica teoria lui Banach. Fie x¢ = 0.44.
Atunci:

x1 = f(0.44) ~ 047,

£(0.47) ~ 0.476;
= f(0.476) =~ 0.4767;
= f(
= f(

)

0.4767) =~ 0.47689;
0.47689) =~ 0.476927;
— 1(0.476927) ~ 0.476934;
l‘7 = f(0.476934) ~ 0.476936,
x7 — 26| < 1075, Prin urmare a ~ 0.47693.
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Exercitiul 20*.Fie (B,|| - ||) un spatiu Banach, (x,)r>0 un sir in B,
(ak)k>0 un sir in [0, 00) si m € IR astfel incat:
o0
(i) B := sz(ﬁ~ak<oo,si
k=0
(i) [|zk+1 — 2" ak]| < ok, k € IN.
Demonstrati ca (5mz 2k )k>0 este un sir convergent si ||z — zo|| < 3
unde x = lim ﬁxk
k—o0
Solutie.Din ipoteza (ii) rezulta ca:
gt i1 — sor 2kl < smomy ok, k € IN
Fie p un numar intreg pozitiv ales arbitrar.Atunci, din inegalitatea triunghi-
ului si din (1) avem:
|| sy Tt — gow ]| <

1 1 1 1
< || omkTp) Lh+p ™~ gmiktp—1) Lhk+p—1 ||+| ‘ omtp—1) Lh+p—1" gmktp—2) Lk+p—2 ‘ |+
ot
1 1 1 1 1
+|| om0 Lh+1 7 3mk Lk || < (kTP Qk4p—1+ S Tp—T) Qktp—2T T gmerny Uk

de unde
1 1 = _ 1
‘ omkFp) Lk+p — mk xk” < Z amnFD) On (2)
n=~k
Din (i) rezulta ca restul de ordin n al seriei tinde la zero:
(oo}
. 1 _
khm > st On = 0,
— 0L

prin urmare din (2) rezulta ca (e %%)r>0 este un sir Cauchy. Fie z limita
sa. Atunci, pentru p — oo in (2) obtinem:

0
HLE— ernkmkH < Z Wan,k‘ S IN,
n=k

de unde pentru k =0 :
|l = 2ol| < 8.

Exercitiul 21*.(un rezultat de stabilitate). Fie (G, +) un grup abelian,
(B, ]| - |]) un spatiu Banach, si n € IN*.Notam cu A, (G, B) functiile simetrice
n-aditiva a : G — B; i.e.
A(To(1)s s To(n)) = A(T1, e Tn), T1,5 ooy Ty € G V0 1 {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
a(T1y ooy Tne1, TnFTns1) = a(T1, ooy Tp)Fa(T1, ooy Tne1, Ty 1)VE1, ooy Ty Tyg1 €
G
Demonstrati ca daca g : G™ — B este o functie simetrica aproximativa
n-aditiva, i.e. exista o constanta M > 0 astfel incat:
(1) Nlg(z1y ooy 1y Tp + Tng1) — 9(T15 ooy Tn) — G(X1, ooty T 1, Trg1) || <
M, penru toti x1, ..., Tn_1, Tn, Tn+1 € G, atunci exista o functie unica n-aditiva
a € A, (G, B) astfel incat:
lg(z1, .y n) — al@1, ooy zn)|| < M,Vaq, .y @y, 2, € G,

si
a(T1, .., Tp) = kli_)m 2,,%9(2’“3:1, oy 282,)) penru toti o1, ..., 2,1, 7, € G.
(oo}
Solutie. Fie z1,...,x,_1,x, € G.Folosind inegalitatea triunghiului
avem:
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llg(2z1, ..., 2@,) — 2"g(21, .oy )| | =
= |llg(2z1, ..., 2x) — 29(2x1, ..., 2Cp—1, 2n)] + 2[29(221, ..., 2201, ) —
—29(221, o0y 202, T 1, Tp)] 4 oo + 277 2[9 (221, oy ) — 29(T1,5 ey )]
<|lg(2z1,...,2x,) — 29(221, ..., 2xp—1, p)|| + 2||g (221, ..., 2T —1, Ty )—
—9(221, s 2T 2, T 1, ) || + oo + 27 Y9 (221, oy ) — 29(21, ey )|
si din (i) notand y = (1, ..., x, ), avem:

lo(2y) — 2%yl < M(1 525 .. +201) = (28 = )M (1)
Inlocuind y cu 2¥y in (1) obtinem:

lg(2"+1y) —2"g(2%y)|| < M, Vk € IN (2)
Acum, folosind Exercitiul 20. pentru x, = g(2%y),m =n, si ap = M (2" —1)

avem:

8= Z 2n(k+1) M@2"-1) = M(Z"fl)%nl_i1 = M, sirul (2% g(2Fxy, .. Qkxn))kzo

27

| <

este convergent si limita sa este:

(X1, ey Tpy) 1= klirgoznkg(Qkxl,...,Qkxn) (3)
verifica inegalitatea:
Ng(z1, .y n) — a(@1, oy zpn)|| < M (4)

deoarece xg este aici g(x1, ..., Tpn)-
Pentru a demonstra ca a € A, (G, B) inlocuim @1, ..., Tp, Tny1 cu 282y, ..., 282, 22,
in (i) si inmultim cu 5i; prin urmare vom avea:
Hﬁg@kxl, oy 282, 2K (2 + 20g1)) — ﬁg@kml, ey 282,)—
— 7 9(2Fxy, ., 282y, 282, )| € 5i, k€ IN (5)
Acum, prin definitia (3) obtinem pentru & — oo in (5):
lla(x1, .oy @1, T + Tpg1) = a(@1, .oy ) + a(21, ooy Tp1, Tny1)|| = 0,
sau echivalent:
a(.’l'/'l? vy In—1, T + anrl) = a(.’l';l, cey xn) + a(x17 vy Tp—1, xn+1)7
si demonstram ca a € A, (G, B).
Ramane doar sa demonstram ca a este singura functie simetrica n-
aditiva ce verifica (4). Presupunem ca b € A, (G, B) verifica (4) i.e.:
lg(z1,y.coy@n) — b(z1, oy xp)|| < M, Vzq,....tp_1,2, € G (6)
Inmultind (6) cu Q%k si inlocuind x cu 2Fz;,i = 1,2, ...,n avem:
5k 92521, ..., 2%y,) = b(a1, ..., 20)|| < 55 M, si pentru k — o0 :
lla(z1, .oy Xn) — b(21, ooy )| <0,
Prin urmare a = b, de aici rezulta ca a este unica functie simetrica n-aditiva
care verifica (4).

6. EXERCITII

Exercitiul 1. Fie IRP? spatiul Euclidian si A C IRP.

Determinati seturile A, A’, I's A, ;l, Fr A.
(a) A= (~1,1] U {(:=2)"|n ¢ IN*}
(b) A={z EIR|:U2009 + x2008 =1}
(c) A= {(x y) EIR?|z > 0,2° + (y — 1)* <1} U{(-1,1)}
(d) A= 5((0,0,0),1) U{(z,y,2) €EIR?|z > 1}
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Raspunsurl (a) A =[-1, Hu{(E2)"n eIN* U {=2
A= LU D Ts 4 ={050) ey,
A= (-1,1), Fr A={-1,1} U{(=2)"|n €IN*}.
(WA=A; A= A=¢ [s A= Fr A= A.

(c)A = {(z,y) €IR?|z >0, z 2y (y—1)2<1}Uu{(-1,1)},
"={(z,y) €EIR?|z > 0,22 + (y — 1)2 <1}, Is A= {(-1,1)}

= {(z,y) €EIR?|z > 0,22 + (y — 1)? <1}
Fr A= {(x, y)EIR2|x>Ox +(y—1)2 =1}

(d) A={(z,y,2)|2? +y* + 2% < 1}U {(z,y,2)[z > 1} = A",
Is A= &, A3, 2l + 52+ 2 < U (@9, 2)]= > 1) ,
Fr A{(z,y,2) € IR*|2% + 3% + 2% = 1}U {(z,y,1)|z,y € IR}

e’e

Exercitiul 2.Aratati ca ([5", 5], d) este un spatiu metric unde d(z, y) :=

| sin(x — y)|; apoi calculati:

ca:

d(0,-%),d(3,5),d(3, %), d(5, 5),d(5, 5),d($5,0),d({5, §)-
Rarpunsuri.

d(0,~2) =1,d(%, %) = L,d(T, %>:%,d<g,g> vz

d(3,%) = VV2 - Ld(5, %) = §,d(5,0) = o2,

Exercitiul 3. Fie A C X, unde (X, d) este un spatiu metric.
Demonstrati: 5

(a) AC AC A; (b) A’ C A; (c) Int(IntA) = IntA;
JIs A=A-A
) A

(d
(e) A= A; (f) A'NIs(A) = ¢; () C(Int A) = C(A);
(mEmAuA X

(i) Int AUEzt AUFr A=X; (j) Fr A= Fr C(4) = An C(A);
(k)]ntAﬂFTA ¢ =FExt ANFr A

(

DA=Int AUFrA=AUls A=AUA.
Exercitiul 4. Fie A, B C X, unde (X, d) este un spatiu metric. Aratati

a) ANBC ANB; (b)IA,Bai. ANB+# AN B;
¢) AUB = AUB;

(
()
(d )ACB:>ACB (e) Int(AN B) = Int AN Int B;
(f) Int AU Int B C Int(AU B);

(g) 3A, B ai.Int AUInt B # Int(AUB); (h) ACc B= A" C B';
(i) (AUB)’:A’UB’; () (AnB)Y Cc A’ nB';

(k) 3A,B ai(ANB) #A NB.

Exercitiul 5. Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — Y o functie

bijectiva. Aratati ca (Y, ) este un spatiu metric, unde
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d(y1,y2) = d(f~*(y1), f~*(y2)), pentru toti y1,y2 € Y.

Exercitiul 6. Demonstrati ca (X, d) este un spatiu metric unde

%\rl’x € IR
X=[—oo,oo],d(x,y)=|f(ac)—f(y)|,51 f(l'): L,z =00
-1,z =—o00
. . . . . l
Calculati d(0,1),d(1,13),d(0,00),d(1, c0), d(c0, m),nlin;on si nhﬂn;o -
(n € IN™).
Raspunsuri.

d(0,1) = $,d(1,13) = 2,d(0,00) = 1,d(1,00) = &,d(c0, —00) = 2
lim n = oo si lim%:0.
n—oo n—oo
Exercitiul 7.Fie (X, d) un spatiu metric si k € [0, 00).
Demonstrati ca (X, d) este de asemenea un spatiu metric, unde
o(z,y) = #’&)w, pentru toti z,y € X. Demonstrati implicarea:
(X, d) este un spatiu metric complet = (X, ) este complet.
Este adevarata afirmatia?

Exercitiul 8. Demonstati ca (C%[a, b], ||-||) este un spatiu norma, unde
b
111 = [ iy da
Aratati ca S(0,b — a) = C%a, b] si calculati || f || pentru f € C[0, 5],
sinx,xz € [0, %
)= { i

cosx,x €[], 5

Exercitiul 9. Fie f :IR? —IR?, f(z,y) = (y, z).Determinati Fiz(f”)
unde n €IN*.

Exercitiul 10. Fie f IR—IR, f(z) = axz + b, unde a # 0,a,b €IR.
Gasiti Fiz(f), Fiz(f?) si Fix(f3); daca k € IN* fixat, gasiti a,b €IR astfel
incat Fiz(f*) =IR.

Exercitiul 11*. Fie f :X — X o functie. Aratati ca:
(a) Fiz(f) C nGFIWN*f”(x).
(b) Daca ne(IWN*f”(x) = {x} atunci Fiz(f) = {z}.

Exercitiul 12*. Fie (X,d) un spatiu metric si f :X — X o functie
continua (i.e. pentru toti x € X pentru toti e > 0 exista d(e,z) > 0 astfel incat
d(f(z), f(y)) <e,Vy € X, d(z, f(z)) < (g, 2))

Presupunem ca:
Ja € (0,1) : d(f(x), f2(z)) < ad(z, f(x)),Vz € X.
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Demonstrati ca:
(a) (f™(xo))n>1 este un sir Cauchy, pentru toti xy € X.
(b) Daca (X, d) este complet atunci Fiz(f) # ¢

Exercitiul 13*. Demonstrati ca un spatiu linear norma (V,|| - ||) in
care regula paralelogramului este un spatiu produs interior (i.e. 3 <, > produsul
interior pe V astfel incat ||z|| = /< z,z >).

Exercitiul 14. Folosind teorema lui Banach gasiti radacina reala a
urmatoarelor ecuatii pana in 1073:

(a) 23 + 102 = 1;

(b) 13z =sinz + 1;

(c) 2° +x = 13.

Exercitiul 15. Aratati ca:

(a) ARP, || - ), l|z1, ..., xp|| = max(|z1], ..., |zp|) este un spatiu norma
(p € IN¥).

(b) 3 < -,- >:IRPXIRP —IR- produs inner astfel incat

|| z || =<z, >,Vz €IRP.

Exercitiul 16. Demonstrati ca (IR, d),unde :
d(z,y) = arctanx — arctany|, z,y € IR este un spatiu metric, dat nu
un spatiu metric complet.

Exercitiul 17. Demonstrati ca (C,| - |) este un spatiu Banach( unde
C este setul numerelor complexe).

Exercitiul 18**. Fie (V,||-||) un spatiu norma, (B,]| - ||) un spatiu
Banach, p € (0,00) — {1},n €IN* si g : V* — B este o functie simetrica astfel
incat:

g(z1, ooy @1, T + Tpg1) — g(@1, oy n) — (21, ooty Tpe1, Tnp1) || <
<[y [[P[] 2 P @na [[P([enl[” + |20 [[7) pentru toti 21, g, ..., Tni1 €
V.Demonstrati ca exista un unic a € A, (V, B) astfel incat

l9(@1, -y ) = a1, ooy 20)l] < gyl 1 [PI] @2 (1P ]] 2 [P,
pentru toti x1,za,...,xp41 € V™. De asemenea aratati ca:
m(z) = a(z1,...,x,),x € V este unica functie ce verifica:
n
Y (=) CFm(z + ky) = nlm(y), Yo,y € V
k=0
si
() — g1, o mn)ll < gy - Il |7
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LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE

in acest capitol vom defini notiunile de limita intr-un punct si continuitate
pentru functiile de mai multe variabile ( functii de forma f : IR - IRY) ca generalizari
naturale ale notiunilor similare studiate in liceu. Mentionam ca majoritatea
rezultatelor expuse raméan valabile in contextul mai larg al spatiilor vectoriale
normate, ori al spatiilor metrice, dar ca lectura acestor rezultate se poate face
independent de cea a capitolului ,Spatii metrice” .

A. LIMITE DE SIRURI

Fie psiq e IN*.

Definitia 1. Fie m € IN si M ={neIN | n =2 m }. O functie f : M — IR" se
numeste sir de puncte (vectori ) din IRP . Vom identifica sirul f cu imaginea sa ; deci,
daca: f(n) = x, = (x%,x2, ..., x? ) e IR", n € M, vom spune c& ( X, )., » Sau ( X )
este un sir de puncte din IRP. Elementul x, € IR, (n>m ) se numeste termenul
general, sau termenul de rang n al sirului ( x, ). Sirurile de numere reale ( x¥), k
{1,2,...,p}, se numesc sirurile coordonatelor sirului ( X, ). Luand kne M si kn>n,pentru
orice ne M, atunci sirul ( X, )n=m S€ NumMeste subsir al sirului ( x, ) si vom folosi
notatia ( X, )= (X») . Daca (xn) este un sir de puncte din IR” vom scrie (x,)c IR";
daca x, = ae IRP pentru orice ne M sirul (x, )se numeste sir Stationar sau constant.

Observatie. Fie (xn) < IRP. Cum ( X< ), k =1,p sunt siruri de numere reale,
pentru aceste siruri se pun probleme de convergentd. Reamintim ca limx* =x* € IR

n—o

daca si numai dacd :[Ve > 0 Ink(s)<IN astfel incat

Xt -x*| < & pentru orice

n>ny(e) ] sau echivalent :[ V Vi 0 vecinatate a punctului x* Ing e IN astfel incat xk e

Vi,V n>ng].
Prin urmare, in definirea convergentei in IR sunt esentiale notiunile de

distanta de la x* la x* (aici [x — xk‘ ) si de vecinatate a punctului x*. Vom generaliza

cele doua notiuni in IRP, ceea ce va permite definirea convergentei pentru siruri din
IR si vom sublinia legatura care exista intre aceasta convergenta si convergenta

sirurilor coordonatelor.

Exemplul 1. Fie x,=(an, by ) € IR? , a, = w, b, = cosn
n

, ne IN* si M,

punctul din plan avand coordonatele a, si b,. Desigur a, —0 si b,—0 (n—«) in IR,
deci ar fi natural sa definim convergenta in IR® de asa maniera ca lim(a,,b, ) = (0,0).

Pe de alta parte daca O(0,0) este originea din plan, atunci

d(M_,0) = fa? + b’ ::%—> 0.



Aceasta observatie ne conduce la ideea de a defini convergenta in IR? prin
intermediul distantei:

(an, bn) - (0,0) < d(M;,0) >0 (n—> x).
Definim intai ,distanta” dintre doua puncte in IRP.

Definitia 2. Fie x = (x%,..., x*), y = (y%... ., y*) € IR".

Numarul real nenegativ:
2

| x| = i( ) = J(x)? + (x?)? +...+ (x")? se numeste norma elementului
k=1
X, iar numarul:
doy) = | x-y || = (X -y ...+ (xP -yP)? se numeste distanta de la x la
y.
Observatia 1. Functia | | :IR® - IR,, x — | x | , verifica urméatoarele
proprietati:

Ni:| x [=0 & x=0=(0,...,0) € IR
No: | ax [=]e| x [\VaelR, VxelRP

No: [ x+y [ < [ x|+ [y vxyelR.

Primele doua proprietati sunt imediate; pentru cea de a treia se foloseste
inegalitatea lui Minkowsky:

p 1/s D 1/s P 1/s
(Z|ak +b, |S) < (Z|ak|s) + (Z|bk|3) , pentru orice s > 1 si
k=1 k=1 k=1

pentru orice ay, b € IR, k= 1,p.
O functie care verifica proprietatile N1, N2 si N3 se numeste norma.

Observatia 2. Functia d: IR” x IR” — IR, definita prin d (x, y) = |- y| ,

VX, y) € IR” x IRP are urmatoarele proprietati care rezulta imediat din cele ale
normei:

My :dxy)=0&<x=y

My @ d(X,y)=d(y,X),V X Yye IRP

31 dx, 2)<d(x, y)+d(y,z), VX vy, zelR".

O functie care verifica aceste proprietati poarta numele de metricd. Metrica
definitd mai sus se numeste metrica euclidiand, sau metrica naturala pe IR .

Definitia 3. Spunem ca sirul ( xn) < IRP este convergent daca si numai daca
exista xe IR astfel incat:

[Ve>03n(e)eN: | xi—x | <e, pentruorice n > n(e) ] .

Punctul x e IRP se numeste limita sirului (x,) ; vom scrie :lim X, =X , sau

Xn—X (N — ©); vom folosi si sintagmele ,sirul x, converge la x”, ori ,x, tinde la xX”
(cand n > o ).
Un gir care nu este convergent se numeste sir divergent.
Exemplul 2. Fie x,=( an, by ) € IRZ, an :(1+E)”, bn :%, ne IN*. Desigur
n
an—esib,—>0 Vom ardta ca x,— x=(e,0). Fie ¢ > 0. Atunci exista r(g), s(¢)e IN
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astfel incat:
€

V2

° ¥ nz>r(e) sibh< ——, ¥V n >5s(e).

T

Fie n(s) = max (r(e), s(g)). Atunci:

la, —e[<

n

2 2
X, = x| = \/(an —e)’+b < %+% = g, pentru orice n > n(g).

Prin urmare limx, =Xx.

n—oo

Propozitia 1. Limita unui gir convergent este unica.
Demonstratie. Fie (x,) un sir din IRP. Sa presupunem ca lim X, =X i

n—oo

lim x, =y. Atunci pentru orice ¢ >0 exista n (¢) € IN astfel ca:

X, - x| < % si |x, —y| < % , ¥V n=n(g), iar:

-yl = Iexo +x0 =yl < x-xa] + x -
deci [x-y| < &, pentru orice & > 0; atunci |[x-y| = 0, de unde, conform proprietati
N1, X = .

Observatii. 1. Proprietatea demonstrata justifica expresia ,x este limita
sirului (xn)”.

2. Exact ca gi in IR modificarea numarului me IN din definitia unui gir din IRP
(definitia 1) nu afecteaza convergenta, ori limita (daca exista) sirului respectiv.

3. Legatura dintre convergenta unui sir din IR si convergenta sirurilor
coordonatelor sale (vezi si exemplul 1) este stabilita in urmatoarea teorema:

Teorema 1 (teorema de convergenta a sirurilor in IRP). Un sir (x,) < IRP este
convergent daca si numai daca sirurile coordonatelor sale sunt convergente. In acest
caz:

limx, = (limx: , ..., limx?),
n—oo n—o n—o
unde Xn= (X5, ..., X2 ).

Demonstratie. 1. S& presupunem ca (x,) este convergent. Atunci exista x =
=limx, e IR®, unde x=( x%,...,x"). Fie £>0; atunci existé n(g)<IN astfel incat:

n—oo

||Xn - X||<s V' n>n(e) . (2)
Dar, pentru orice k €{1,2,...,p} :
‘x'; —x"‘ < \/(xﬁ =X o+ (X = xP)? = x, - x]. (2)

Din (1) si (2) rezulta ca:

XX —x"‘ <& ¥V n>n(e), k= 1,p , deci sirurile ( x* ) sunt

convergente si limx¥ = X, kzl,_p.

n—oo

2. Sa presupunem acum ca sirurile coordonatelor sunt convergente. Atunci
existd x“€ IR astfel incat limx* = x*, k=1,p. Vom arata ca limx, =x=( x%...,x").

n—o N—oo

Fie ¢ >0. Deoarece lim x* = x¥, exista ng(e)<IN astfel incit:

n—o



=

Fie n(e)= max( n,(g)....,n, (€)). Atunci din (3) rezultd ca pentru orice n > n(g):

, vV n=nge), k=1,p. (3)

k k
xn—x‘<

2 2
X, - x||:\/(xr11 XN+ (XD = xP)P < %+...+£— =€,

deci (x,) este un sir convergent si limx, =x.
N—o0

Propozitia 2. Un sir (x,) < IRP este convergent la xe IR” daca si numai daca
orice subsir al sau este convergent la x.

Demonstratie. 1. S& presupunem ca limx, = x si ca (x, ) este un subsir al
n—oo n
sirului (x,). Fie e>0. Atunci exista n(e) e IN astfel incat |x,-x| <&, V n 2 n(e); dar
(X ) < (Xn), deci:
| x.-x |<e,Vnxn()

adica limx, =x.

n—oo n

2. Daca orice subsir al sirului (xn) converge la x cum (Xp) < (Xn) rezulta ca (xn)
converge la x.

Definitia 4. Sirul (x,) < IR® se numeste sir fundamental (sir Cauchy) daca
pentru orice ¢ > 0 existd un rang n(e)  IN astfel incat: |x, - x,,[ <&, v m,n > n(e).

Observatie. Notiunea introdusa generalizeaza notiunea similara studiata in
IR. S-a vazut ca in IR un gir este fundamental daca si numai daca el este
convergent. Rezultatul are loc si in IRP.

Teorema 2. (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy). Un sir de
puncte din IRP este convergent dacé si numai daca el este sir fundamental.

Demonstratie. 1. Presupunem ca sirul (x,) < IR este convergent. Atunci
exista x e IRP astfel ca lim X, =X.Fie ¢ >0. Atunci exista n(e) €IN astfel incat:

Ix, - x| < % , ¥ n>n(e). (1)

Dar:
%o = Xl = %o = X+ %= x| < x = X+ xi, -] (2)
Din (1) si (2) rezulta ca: |x, - X,[ <&, ¥ n,m > n(e), adica (x,) este un sir Cauchy.

2. Reciproc, presupunem ca (x,) este un sir fundamental. Deoarece

k- xrkn‘ < |IXy - Xn||, k = 1,p, urmeaza ca sirurile coordonatelor sunt de asemenea

n
siruri Cauchy in IR; prin urmare ele sunt convergente. in consecintd, conform
teoremei de convergentd in IR, sirul (x,) este convergent.

Definitia 5. Sirul (Xn)n>rc IRP este marginit daca existd M > 0 astfel ca

il <M,

pentru orice n > r.

Propozitia 3. Un gir convergent in IR este marginit.
4

X




Demonstratie. Fie (Xn)n>rC IR” si x =lim X, . Fie ¢ > 0. Atunci exista un rang

n—oo

m € IN, m > r astfel ca:

X, -X| <&, Vn=m. (1)
Dar : [x,| = |x,-x+x| < [x,-X| + ||, decidin (1):

||xn||gs+Hx H,v n>m. (2)
Fie M =max ( [x], X, - [Xma| [X|+e ). Atunci din (2) si din definitia lui M
rezultd ca:|x,| < M, v nxr, adica sirul (x,) este marginit.

Consecinta. Orice sir fundamental din IR” este mérginit.

Observatie. Sirul (x,) < IR? este marginit daca si numai daca sgirurile

coordonatelor sale sunt marginite. Aceasta asertiune se justificd imediat prin
inegalitatile:

Xk

n

Xk

n

k=1,p.

X

n

<|

n
< IR”unde s, =Y x,, n2m, se

k=m

Definitia 6. Fie ( Xn) n=m < IR. Sirul (s,)

nzm

numeste serie de elemente din IR si se noteazd: »'x, , D>.x, , sau » X,.
n=m

n=m

Elementul s, € IR” se numeste suma partiald de ordin n a seriei ZXH. Seria

an este convergentd daca sirul sumelor partiale (s,) este convergent; in caz

nzm

contrar spunem ca seria ZXn este divergenta.

n=m

1
n’

Observatia 1. Deoarece s,=(s},s%,...,s%), unde s, =>X,,i=1p |,
k=m

convergenta seriei an se reduce, conform teoremei de convergentd in IR", la

convergenta seriilor coordonatelor : » x| ,i=1,p .

Observatia 2. S-a vazut ca in IR definirea convergentei se poate face in
termeni de vecinatati. Acelasi lucru se poate realiza gi in IRP.

Definitia 7. Fie acIR” si r > 0. Multimea S(a,r):{XEIR|d(a,x)<r} se
numeste sferd deschiséa de centru a gi razar.

Exemplul 3. Pentru p =1, S(a,r)=(a-r,a+r). Daca p=2 si a=(b,c), atunci
S(a,rn) ={(x,y) € IR® | (x-b)?+(y-c)? < r%}, deci sfera de centru (b,c) si raza r este
interiorul cercului C((b,c),r).

Definitia 8. O multime V c IR® se numeste vecinatate a punctului acIRP
daca exista r > 0 astfel ca S(a,f)c V. Vom nota cu 7, multimea vecinatatilor

punctului acIR’. Pentru IR = IR U {#eo}definim, ca in liceu, multimea vecinatatilor

unui element acIR astfel :
Vo={Vc IR|3 1>0: (a-r, a+r) c V}, dacd a € IR
Ve={Vc IR|3 1>0: (r, ©]c V}, dacd a = +
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Ve={Vc IR|3 1> IR: [-0, 1) = V}, daca a = -o.
Propozitia 4. Sirul (xn) < IRP este convergent daca si numai daca existd
xeIRP astfel incat pentru orice vecinatate V e 1 existd m e IN (care depinde de V)

lar x, € V, pentru orice n > m.
Demonstratie. 1. Presupunem ca lim x, =x. Fie V e 7% . Atunci exista ¢>0

astfel incat :
S(x,€)c V. (1)
Deoarece lim x, =x exista m=n(g) e N astfel incat :

n— o

xn—xH<a , Yn=m. (2)
Din (1) si (2) rezultdca x, € V,V n>m.

2. Reciproc, presupunem ca existd x e IR” astfel ca pentru orice V e 7/
exista m e IN astfel ca :

XpeV,¥Vn>m. 3)
Aratam ca lim x , =x. Fie ¢ > 0. Atunci:
V =S(x, g)e Vx. 4)

Din (3) si (4) rezultd ca exista m e IN astfel incat :x, e S(x,€),vyn>m, sau

|

Definitia 9. Sirul (x,) < IR are limita o« (- ), sau converge la « (- o) in IR
daca pentru orice V € 7, (V € V.,) existd m e IN astfel incat x,e V, Vv n=m.

Observatie. Sirul (x,) = IR°(IR) converge la x € IR°(IR ) daca si numai dac&
pentru orice V e 14, in afara vecinatatii V exista cel mult un numar finit de termeni ai
sirului.

Definitia 10. Punctul xelRP(IR)se numeste punct limitd pentru sirul
(xn)<IRP(IR) daca :

[VVe®, VmelIN,In>m, ne IN a.i. x,eV].

Observatie. x este un punct jimitéd pentru sirul (x,) daca si numai daca in
orice vecinatate a punctului x exista o infinitate de termeni ai sirului.

xn—xH<e,Vn2m.Prin urmare lim x, =X.

n—

Exmplul 4. Multimea punctelor limitd a sirului (sinn%,cos nn) c IR *este

{0,1),2,-1),(-1,-1)} .
Exemplul 5. Sirul (n)=1< IR nu are nici un punct limita in IR, dar are ca unic
punct limitd in IR pe x =o0.

Observatie. Punctele limita ale unui sgir se pot caracteriza cu ajutorul
subsirurilor astfel :

Teorema 3. Punctul xelRP(IR ) este punct limitd pentru sirul (x,) < IRP(IR)
daca si numai daca exista un subsir (x, ) < (x,) convergent la x.

Demonstratie. 1. Presupunem ca exista (x, )c(x,) astfel ca
X, —Xx(n — o). Atunci pentru orice V e 7% existd m e IN astfel incat Xy €V,
pentru orice k, > m (Propozitia 4). Deci x este un punct limita pentru sirul (x,).

6



2. Reciproc, daca x este punct limitd pentru sirul (x,) = IR®, atunci pentru

unde kn > n . Fie ¢ > 0 si

n k)

orice n € IN, luand U, =S(X,Eje({/x existd x, eU
n n

m = [1/€] + 1. Atunci ka —XH<E<£,Vn2m,deci X, —X.
n n n

Daca (x,) = IR si X =oo (X =—00) atunci pentru U,=(n,o]e?, (respectiv
U,=[-,-n)e?_,) existd x, €U, pentru orice neIN; prin urmare lim x, =0

n— o

(respectiv lim x, =—o0).
n— o

Observatie. Notiunea de punct limita al unui sir din IRP este o generalizare a
notiunii de punct limita studiata in liceu (p = 1). Exemplul 5 indica existenta unor giruri
care nu poseda puncte limita. Pentru p = 1, lema lui Cesaro (“orice sir marginit din IR
are puncte limitd”) ofera conditii suficiente pentru ca multimea punctelor limita ale

unui sir (xn) < IR sa fie nevida. Rezultatul este valabil i in IRP.
Teorema 4(Cesaro). Orice sir marginit din IR are cel putin un punct limita.
Demonstratie. Fie (X,) < IRP un sir mérginit. Conform observatiei de la

Propozitia 3, sirurile coordonatelor (x')cIR,i=1,p sunt si ele marginite si de
asemenea toate subsgirurile lor. Aplicdm lema lui Cesaro sirului (x7)c IR ; atunci

1 1 sl A AA ; 1 _ 1 ; 2 2 X
3 (Xk;)c (x;) si x IR astfel incat lim X =X Subsirul (xkln)c(xn) este marginit,

n —»w

deci, din lema lui Cesaro: 3(x3,)c(x%) si x°cIR astfel incat lim x2, =x>.

n—

Repetand acest procedeu obtinem in cele din urma: 3 (x°,) < (x},..)si x"<IR astfel

p-1
ki

incat lim x?, =x". Am format astfel subsirul (xkpn)c(xn) pentru care:

n— n

() = (x3,) = ()i lim xS, =x*,s=1p .

Prin urmare lim x,, =x=(x%...,x").

n —o n

Consecinta. Orice sir marginit din IRP are un subsir convergent.

Observatie. Propozitia 3 afirma ca marginirea este o conditie necesara
pentru convergenta unui sir in IR". O conditie necesara si suficienta de convergenta
este data de :

Teorema 5. Fie (xn) un sir marginit de puncte din IR. Conditia necesara si
suficienta ca (xn) sa fie convergent este ca el sa aiba un unic punct limita.

Demonstratie. Necesitatea rezulta din unicitatea limitei si din Propozitia 4.

Suficienfa. Fie x e IR unicul punct limitd al sirului marginit (x,). Vom
demonstra ca lim x, =x prin reducere la absurd. Presupunem deci ca sirul (x,) nu

n— o

converge la x. Atunci: [ 3Ve 4 astfel incat V neIN 3 kpelIN : ky > n : X, &V ]. Dar
(x )este marginit , deci, in acord cu Teorema lui Cesaro, are un punct limita y = x,

care este de asemenea punct limitd pentru sirul (x,); contradictie! In consecinta,
presupunerea ca sirul (x,) nu converge la x a fost falsa, deci lim x, =X.

n— o
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Definitia 11. Un punct ae IRp(ﬁ) este punct de acumulare al multimii
AcIRP(IR) dacad v Ve, : VhA{a}=d Multimea punctelor de acumulare ale
multimii A (posibil vida) se noteaza cu A' si se numeste multimea derivata (a multimii
A).

Observatia 1. Din definitia vecinatatilor rezultd ca ac A' < IR daca si numai
daca : Vr>0 S(arnnA\{aj=¢, ceea ce este echivalent cu : Vr>03xe A\ {a}
astfel incat|x — al| <.

Observatia 2. Notiunea de punct de acumulare este o generalizare a celei
similare studiate in liceu.

Exemplul 6. Daca A = S((0,0),1)c IR?, atunci :
A= {(x,y) e IR 2‘ X% +y?< 1},deci A'= AU C((0,0),1).

Propozitia 5. Fie A c IRP. Atunci :
aeA'<:>[3 (x,) < A\ {a}astfel incat lim x :a].

Demonstratie. 1. Fie a € A' . Din definitia punctului de acumulare rezulta

VneIN*ElxneS(a,%ij\{a}. (1)

Fie £>0 si m = [1/e]+ 1. Atunci, din (1) obtinem :|

1
xn—aH<—<£,Vn2m,
n

ceea ce dovedeste convergenta sirului (x,) la x.
2. Presupunem ca (x,)c A\ {a} astfel ca lim x, =a. Fie V e 7 ; atunci

n— o

existd m < IN astfel incat :x, e AnV\{a},vnxm, deci VA A\{a}=¢. Prin
urmarea e A' .

Exemplul 7. Fie A =(0,1] x (0,1] c IR*.Vom arata cd A'=[0,1] x [0,1].

1. Aratam ca A'c [0,1] x[0,1] ceea ce este echivalent cu afirmatia :

[(a,b) ¢[0,1] x[0,1] = (a,b) & A'].
Fie deci (a,b) ¢[0,1] x[0,1]. Presupunem, prin absurd ca (a, b) € A'. Conform
propozitiei 5 existd (a,,b,)e(0,1]x(0,1] astfel incat n"inx(a“ ,b,)=(a,b). Dar
a,<(0,1],b,€(0,1], deci ae[0,1] si be[0,1]; contradictie! Prin urmare
(a,b)e A".

2. Aratam ca [0,1]x[0,1]c A'. Fie (a,b)e[0,1]x[0,1]. Construim sirul
(X,,¥,)<(0,1]1x(0,1] astfel :

n

X _1 ,pentrua=0,n e IN*,
n
xn:a—} , pentru a € (0, 1), nz1 ,
n a

xnzl—i, pentrua=1,n2>2.
n



Analog se construieste (yn). Atunci (x,,y,) — (a,b) si conform propozitiei 5,
(@, b)e A" .

Definitia 12. Multimea A c IR este mdrginitd daca existd a < IR" si >0
astfel ca A — S(a, ).

Propozitia 6. Multimea A c IR” este marginitd dacd si numai daca
EM>o0al|x|<M,vxecAl

Demonstratie. 1. Presupunem ca A este marginita. Din definitia 12 rezulta
cd:JaelRPsir>0al AcS(ardeci [x-a|<r,VxeA;atunci:

x| =lx —a+a] <|x—af+a] <r+[a] =M.

2. Reciproc, daca existd M > 0 astfel ca [x| <M,V xeA atunci AcS(0,r)

under =M + 1, deci A este marginita.

Teorema 6 (Bolzano-Weierstrass). Orice multime infinita si marginita din IRP
are cel putin un punct de acumulare.

Demonstratie. Fie A c IR® o multime infinita si marginitd. Conform
propozitiei 6 exista M > 0 astfel incat:

IX|<M, v xeA (1)
Dar A este o multime infinita, deci existd un sir (x,),., < A cu toti termenii distincti;
din (1) rezulta ca :
[xo| <M, ¥ne N
deci sirul (x,) este marginit. Conform Teoremei Iui Cesaro exista un subsir
(X, )= (x,) convergent. Fie x = lim x, . Din propozitia 5 rezultaca x € A" .

B. FUNCTII VECTORIALE

Definitia 13. O functie f: A < IR — IRY (p,ge IN*) se numeste functie
(aplicatie) vectoriald de argument vectorial. Deci pentru orice X € A exista un unic
y=(y!, ...,y e IRYastfel incat f(x) ='y. Functiile reale de argument vectorial definite

prin : fi. A— IR, f, (X)=y"* k=1, se numesc componente scalare ale functiei f.
Vom scrie f = (fy, ..., f o). Mai spunem ca f este o functie de p variabile. Multimea
{(x.f(x)) = IR” x IRY | xeA} se numeste graficul functiei f.

Exemplul 8. Functia f:[0,x)x[0,2%)— IR? definita prin f(p,p) = (x,y),
unde x=pcose Si y=psine are componentele scalare definite prin:
f,(p,9)=pcoso , f, (p,9)=p sin e, pentru orice (p, ¢) € [0,0) x[0,2n).

(0,y)




Desigur pentru orice (x,y) € IR? luand p =+/x? +y? =d(0,P) unde O(0,0) ,
P(x, y), iar ¢ unghiul dintre semiaxa Ox si vectorul OP rezultid ca flp,0)=(x,y).

Numerele pe[0,x) si ¢e€[0,2n) se numesc coordonatele polare ale
punctului P de coordonate carteziene x=pcos¢e Si y=psing. Desigur f este
bijectiva, iar f *:R? - [0, ) x [0, 2n) este definitad prin f*(x,y)=(p, ) unde p si ¢
sunt coordonatele polare ale punctului P(X, y).

Exemplul 9. Functiaf =(f,f,,f,):[0,0)x[0,27)xIR —IR® definitd prin
f.lp,o,2)=pcose , f,(p,p,z)=psine si f, (p,,z) =2z este o functie bijectiva.

z A
00.) POxy.2)
(0.y.0)
>y
0]
(%00) .
....................................... P’(X,y:o)

Daca (x, y, z) € IR*definim p=+/x? +y? si ¢ - unghiul ficut de semiaxa Ox

si vectorul OP', unde P'(x,y,0) este proiectia lui P(x, y, z) in planul xOy ; atunci :
(g1, U2, G3) : IR® > [0, 0) x[0, 27) x IR definita prin: 9,x,y,2)=p, 9,(X,Y,2) =0,
0, (X,y,z)=1z este inversa functiei f; numerele p, ¢ si z se numesc coordonatele
cilindrice ale punctului P(x, y, 2).

Exemplul 10 . Fie (x,y,z)e IR?,siP'(x,y,0) proiectia lui P(x,y,z) in planul
xOy. Numerele r:\/m:d(o,P), ¢ -unghiul facut de semiaxa Ox cu vectorul

OP' si 6 - unghiul facut de semiaxa Oz cu vectorul OP se numesc coordonatele
sferice ale punctului P(x, y, z).

4
4

(x.y,2)




Se verifica egalitatile: x=rcosesin®, y=rsinesin®, z=rcos0, egalitati
ce definesc functia vectoriala bijectiva de trei variabile reale :

f:[0,0)x[0,2n)x[0,n] >R ,f(r,p,8)=(x,y,2).

Exemplul 11. Functia f:AcIR? 5> IR,A= {(X ,y)elR? ‘ x?+y?< 1} definita

prin f(x,y) =+/1-x? —y? are drept grafic multimea :

%X,y, 1-x%-y?
anume o semisfera.

x2+y2£1} care reprezintd o suprafatd din IR® si

(1,0,0)

Exemplul 12. Functia : pr, :IR? > IR ,pr, (x*,x*,...,x?)=x"(k = 1,p) se
numeste proiectia a k - a. Pentru p=2, pr,(X,y) = x, iar pr,(x,y)=y. Graficul functiei
pri (proiectia intaia) este multimea {(x,y,z) eIR3|x,ye IR, z = x} care are drept

reprezentare un plan ce trece prin axa Oy si care taie planul zOx dupa prima
bisectoare.

Exemplul 13. Functia f:[0,2n] > IR®,f(t)=(x,y,z) unde x=Rcost,
y =Rsint,z =at (a, R > 0) are drept grafic multimea :

{t, R cos t, Rsint, at) e IR*|te[0, 2x]}.

Cum x* + y* = R® este, in IR? ecuatia unei suprafete cilindrice cu
generatoarea paraleld cu Oz si cu proiectia in xOy — cercul C((0, 0), R), putem
reprezenta imaginea functiei f in IR® ; ea este o curba pe suprafata cilindrica definita
— numita bucla de elice.

(0-R, a Fp=<- |
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Exemplul 14. Fie : f=(f,,...f,): IRP— IRY. Atunci f este o aplicatie liniara

dacd si numai dacd componentele scalare f, , k = 1,9 sunt liniare. In plus

p

1
q
f(x):ka(x)ekpentru orice X € IR", unde {el,...,eq} este baza canonica a

k=1
spatiului liniar IR/ IR.
Observatie. Daca f:AcIR? - IR atunci f, =pr, of, k=1,q definesc
tocmai componentele scalare ale functiei vectoriale f.

Campuri scalare si campuri vectoriale
Consideram spatiul IR® raportat la un sistem ortogonal de axe de origine O

(notat Oxyz) si versorii i, j,k pe semiaxele Ox, Oy, respectiv Oz. Dacé (X, y, z)

sunt coordonatele unui punct M din spatiu, atunci r =OM=xi +y | +zk se
numeste vectorul de pozitie al punctului M.
Definitia 14. O functie f: AcIR® — IR se numeste cdmp scalar ; vom scrie

uneori f(f)=f(x,y,z), unde (x, y, z) € A, iar T =xi+Yj+zk. O functie vectoriala
V:AcIR®5IR® de componente scalare P, Q, R poate fi scris3
V(D) =V(x,y,2)=P(x,y,2)i + Q(x,y,z)j+R(x,y,2)k, unde T este vectorul de pozitie
al punctului (x,y,z)e A, sau V=Pi+Qj+Rk ; o asemenea functie se numeste
camp vectorial.

Curbe gi suprafete

Definitial5. Fie | c IR un interval. O functie vectoriald V = f,i +f,j +fk :1 >
IR® are ca imagine o multime de puncte din spatiu numitd curbd de ecuatii
parametrice (sau de reprezentare parametrica):

C:x=f{t),y="1f,0t),z="1,(),tel,

ilar t € | se numeste parametru (vezi exemplul 13). Daca | = [a, b] putem vizualiza
curba C ca in figura de mai jos:

m
(op

Definitia 16. Fie A  IR% O functie vectoriald : V =f,i +f,j+f,k : A > IR?
are ca imagine o multime de puncte din spatiu numitd suprafatd de ecuatii
parametrice (de reprezentare parametrica) :

S:x=f,(u,v),y="1,(u,v),z=1f,(u,v),(u,v) e A,

lar argumentele u si v se numesc parametri.

12
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X
Functii partiale
Fie f:AcIR? —»IR o functie de p > 1 variabile sia = (a1, ..., ap) € A.

Definitia 17. Fie multimea : A={x;eIR \ (a,...,ai1,X,8i+1,...,8p) €A},
undei € {1, ..., p}. Functia ¢, = A, - IR definita prin :

o(x)=Ff@,a,,..,a, X, a,,,. ’ap)
se numeste functia partiala in raport cu variabila x; in punctul a a functiei f.
Exemplul 15. Functia f(x,y)=In(1-x* -y?) are domeniul maximal de

definitie A = {(x oY) [ X2 +y? <1}. Fie a:(—%,ojeA. Pentru y = 0 obtinem functia

partiald ¢, : A, > IR ¢,(x)=f(x,0)=In(1-x?), unde A; = (-1,1), iar pentru x = — =

obtinem ¢, : (—g £J—)IR cpz(y)—f(—l,yjﬂn (E—yzj.

2 4

Operaltii cu functii vectoriale
Definitia 18. Fie: f=(f,,....f,):AcIR? 5BcIR? si

g=(9,,....9,):Bc IR* - IR". Funcfia compusd gof:A — IR definitd uzual prin
gof(x)=g(f(¥) = (g, FX),....g, (F(X))),x € A are componentele scalare :
g; (f)) = gi(fu(Xy s een X)) sy Fg (X s s X)) s X = (X ey X)) € A

sau, formal: g,(f)=g,(f,,f,,,....f,),i=1r.

} definita prin :

N a

Exemplul 16. Fie f:[0,1] > [Oﬂ X [O,
. , T T 3
f(t) = (arccos t, arcsint),t € [0, 1] si g [O,E} X [0, E} — IR

definita prin g(¢, 8) = (cos ¢ sinB, sin ¢ sinB,cosB) , ¢,0¢ [O g}

Atunci gof:[0,1] —> IR® este definita prin :
g o f(t) = g(arccost , arcsint) = (tz ,t\/l— t? ,\/1— tz) , pentru orice t € [0, 1].

13



Definitia 19. Fie f,g:AcIR? ->IR? si A € IR. Definim suma
f+g:A— IR prin:

(f + 9)(x) = F(x) + g¥) = (F,(X) + 1 (X) s e, T (X) + (X)), X € A
undef=(f1,...,f) sig=1(g91, ..., 9g) Si produsul A-f: A —IR? prin

(AF)) = RF(X) = (A F, (%), ooy AT (X)), X € AL
Maiscriemsi f +g=(f, +9,,...,f, +9g,) si Af=(f,,..., Af)).

Cu aceste operatii multimea F(A) a functiilor vectoriale f:Ac IR? — IR
devine un spatiu vectorial peste IR.

Definitia 20. Fie f=(f,,..,f.):Ac IR® — IR si ¢:A— IR. Produsul
ofiAc IRP - IRY se defineste prin (¢f)(x)=o@(X)f(x), x€A; prin urmare
of =(of,, ..., 0f,).

C. LIMITE DE FUNCTII

Definitia 21. Fie Ac IRP(IR) — IRY(IR) sia € A" . Spunem c4 functia f are
limita in punctul de acumulare a daca exista be IRq(ﬁ), sau be IR pentru q =1
astfel incat :

[VVet 3UeT,: f(X)eV, YxeUnA\a}].

in acest caz spunem ca b este limita functiei f in a si scriem lim f(x) = b, sau
X—>a

f(x) > b (x > a). In situatia in care A = IRP, p > 1 mai spunem c& b este limita
functiei f in raport cu ansamblul variabilelor gi scriem si lim, f(x*,...,x")=b unde

xP - aP

Observatia 1. In cazul in care q > 1, tinand cont de definitia vecinatatilor,
functia f: AcIR? - IR % are limita b < IRY in punctul a € A' dac& si numai daca :
[Ve>035(e)>0:V xe A\ fa},|x —a| < 5(e) = [f(x) — b] < £]. *)
Pentru q = 1, conditia (*) este necesara si suficientad pentru ca f sa aiba limita
finita in punctul a.
Observatia 2. Conditia (*) este echivalenta cu urmatoarea :

[V £ >033(¢) > 0 astfel ca pentru orice x = (x*, ..., x") e A\ {a},
cu \xl - al\ < 8(€), ...,\xp = ap\ <8(e) = [f(x) - b <€].

Observatia 3. Am vazut ca un sir din IR este convergent dacd si numai
daca sirurile coordonatelor sunt convergente. Aici vom arata ca functia vectoriala f
are limitd cu a € A" daca si numai daca componentele sale scalare au limita finita in

a. De asemenea vom indica legatura care exista intre limita functiei fina € A" si
limitele sirurilor (f(x,)) = IR pentru (x,) = A\ {a}, cu lim x, =a.
14



Teorema 7. Functia f=(f,...f,):AcIR?P >IR%g>1 are limita in
ae A' daca si numai daca functiile f, : A — IR, k=1,q au limite finite in a ; in acest
caz : lim f(x) = [ lim 1,0, .., XIiLnafq(x)j.

Demonstratie. 1. Presupunem ca XIir%naf(x):b:(bl,...,bq). Vom arata ca
lim £, (x) = b*,k=1,q. Fie £ > 0. Atunci exista §(¢) > 0 a.i. :

[fx) - b <€, vxeA\fa},|x - a| < 5(). (1)
Dar ‘fk(x) -~ b"‘ <|[f(x) - b| iar din (1) rezulta ca :

f.()-b¥|<e, v xeA\fajcux - a] <8(e).

Prin urmare )!iLnafk(X) =b* (deci finitd), k=1,q.

2. Reciproc, presupunem cd existd be IR astfel ca:

XIiinafk(x)zbk k=1,q. 2)
Vom arata ca XIimﬂf(x) =b=(b',...,b%. Fie £0. Din (2) rezultd ca exista
Sk(€)>0, k=1,q astfel ca:

\fk(x)—bk\<%,vXeA\{a},cu||x—a||<6k(g). 3)
Fie 8(g) = min (31(g), ..., dq(€)). Deoarece:

[f(x) - b]| < kil\fk () -b*| (4)

din (4) si (3) rezulta ca [f(x) - b| <&,V x e A\ {a},|x —a| <3(¢).
In consecinta limf(x)=b.

X—>a

Exemplul 17. Fie f: A =IR* x IR * = IR ® definita prin :

Xy i 1
f(x,y)=(e Xy 1, Slnyxy ,In(1+ x? +y2)x2+y2J.

Deoarece (0,0)e A’ , conform teoremei 7 rezulta ca Iimof(x ,¥Y)=(1,0,1).

y—>0

Exemplul 18. Fie f:AcIR? > IR?, A=IR*xIR* definita prin :

f(X,y)=(

1 xP+y? : : -
53 y2 ] Desigur (0,0)e A", iar componentele scalare ale functiei
X +y® x°+y

x° +y?
x? +
intr-adevar Iin})fl(x ,Y)= si daca x=pcose,y=psine este exprimarea

f sunt definite prin f,(x,y) =

X2 Jlryz si f,(x,y)= Ele admit limita in origine;

5 -

y—0
coordonatelor carteziene x si y in coordonate polare, atunci (x,y) - (0,0) < p —> 0;
deci:
15



ps‘cosﬂp + Sinscp‘
0<f,(x,y) = = <2p—0(p—0) si limf,(x,y)=0. Totusi f

y—>0

nu are limita in (0, 0) deoarece ( )Iim(0 O)fl(X ,Y) =« (Teorema 7).
x,y) = (U,

Teorema 8 (Heine). Functia f: A —»IR%(IR), unde AcIR? sau A IR, are
limita in a € A" daca si numai daca pentru orice gir (x,,) < A\ {a} cu lim x, =a sirul

(f(x.)) este convergent in IR pentru q > 1, respectiv in IR pentru g=1.
Demonstratie. 1. Presupunem ca lim f(x)=b elIR (saub = ,0rib=-

pentru g = 1). Fie V € 1, . Atunci 3 Ue 7/ astfel incat :

fx)eV,VxeUn A\ fa}. 1)
Fie (x,) = A\ {a} un sir convergent la a. Atunci :
dmelINal x,e UnA\{a}, vn>m. (2)

Din (1) si (2) rezulta ca f(x,) € V, pentru orice n > m ; deci lim f(x ) =b.

n— o

2. Reciproc, presupunem ca pentru orice sir (x,) < A\ {a} convergent la a
sirul (f(x,)) este convergent in IR% (in IR pentru q = 1).

a) Aratdm c& daca (x,),(y,) = A\{a}, cu lim x, = limy_=a atunci sirurile
(f(xn)) si (f(yn)) au aceeasi limit&. Definim sirul (z,) < A\ {a} prin :

X, ,dacan=2m

n = y,.dacin=2m+1
Desigur lim z,, =a si, conform ipotezei, sirul (f(z,)) este convergent. Cum :

(f(x,)) = (f(z,))) si (fy,)) = (f(z,)),
din propozitia 2 rezulta ca :

lim f(x,)) = lim f(y,)) = lim f(z,).

b) Fie acum b e IR cand q > 1, respectiv b e ﬁpentru g =1, limita comuna
a sirurilor (f(x,)), unde (x,)c A\{a} si lim x_ =a. Vom dovedi, prin reducere la

absurd, ca lim f(x) =b. Presupunem ca lim f(x) = b. Atunci

[3 Ve Hhal vUe? Ixe UnA\a}sif(x)eV] (3)
Fie ne IN"si p>1; atunci U, =S(a,1/n)e ¥4 si din (3) rezulta c& :
3 xneS(a,%)mA\{a} Ciar f(x)eV. )

. . . 1
Am construit sirul (x,)=A\{a} convergent la a (c&ci |x, —al<=) pentru care f(x,) nu
n

tinde la b, (caci f(x,)2V), Tn contradictie cu ipoteza. Prin urmare limf(x)=b.

X—a
Daca p=1 si a=o (a=-») obtinem acelasi rezultat considerind Up=(n,]
(respectiv U,=[-0,-n)), neIN".
Observatie. Teorema lui Heine se foloseste de cele mai multe ori in
practica pentru a arata ca o functie nu are limita intr-un punct de acumulare al

domeniului sau de definitie. intr-adevar, dacd putem gasi doua siruri (x,), (Yn)=A\a},
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Xn,Yn—a (n— o) si limf(x,) = limf(y,) (ori limf(x,) nu exista), atunci functia f nu are

limita in a.
Exemplul 18. Functia f : A—IR, A= IR%*{(0,0)}, definitd prin

1 .
J(@n+1n !

Cn:dn:L atunci  ((an,bn)),((Cn,dn))=AN(0,0)},  (an,bn)—(0,0) si (cn,dn)—(0,0)

A2nm ’

(n—>x), iar f(an,bn):sin(4n+1)g:1—>1, lar f(cn,dn)=sinnt=0—-0 (n—x); conform

f(x,y)=sin(%) nu are limita in (0,0)e A'; intr-adevar daca a,=b,=
X +y

teoremei lui Heine, f nu are limita in (0,0).
Exemplul 19. Fie f : IR — IR, definita prin:
0= {+x, dac? xelR\Q
—X, daca xeQ
Aratdm ca f are limitd doar in origine. Fie acIR’, atunci exista (x,)cQ\a} si
(yn)<(IR\Q)\{a}, astfel Tincat limx,=Ilimy,=a. Dar rIerO\Of(xn) :Liig(—xn) =-a,

n—o n—o

limf(y,)=a si a # -a. In acord cu teorema lui Heine f nu are limita in a. Dac& a=0,
nN—oo

atunci pentru orice >0 existd 8(c)=¢ >0 astfel ca [f(x)|=|x|<e, pentru orice xe IR cu
|x| < §(¢), adica limf(x) = 0.

Teorema 9 (Cauchy-Bolzano). Functia f : A < IR” - IRY are limita (finita
pentru g=1) in ae A" daca si numai daca :

[V €0, 3 Ue i ||f(x)—f(y)|| <g, Vx,yeUnA\a}] . ()
Demonstratie. 1. Presupunem c& lim =be IR". Fie £>0; atunci:
[FUe T al. |[f(x)-b||<e/2 , V xeUnA\a}] (1)

Fie x,yeUnA\{a}. Atunci, conform (1):

||f(x) - f(y)|| = ||f(x) -b+b- f(y)|| < ||f(x) - b|| + ||f(y) - b|| <eg
si proprietatea (*) este demonstrata.

2. Invers, presupunem ca proprietatea (*) este adevarata. Vom demonstra
existenta limitei in a cu ajutorul teoremei lui Heine. Fie x,cA\{a}, cu limx, =a si €>0.

Din ipoteza rezulta ca exista Ue 1/, astfel ca:

[f(x) = f(y)| <&, Vx,yeUnA\a} . (2)
Dar limx, = a; deci exista n(e)<IN astfel incat:

xneUNAWa}, vn>n(e) . 3)
Fie m,n>n(g) ; din (3) rezulta ca xm,xneUNA\{a}, deci din (2) urmeaza ca :

[f(x,) = f(x,,)| <& ,vnm=n(e) . (4)

Cum &>0 este ales arbitrar, proprietatea (4) indica faptul ca sirul (f(x,)) este
fundamental in IR conform criteriului general de convergentd al lui Cauchy sirul
(f(x)) este convergent in IRY.

Am demonstrat ca pentru orice sir (xn)cA\{a}, x,—a (n—x), sirul (f(x,)) este
convergent; din teorema lui Heine rezulta ca exista limita functiei f in punctul a.
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Limite relative la submultimi

Definitia 22. Fie f : A ¢ IR” - IR si BcA. Functia f are limitd relativ la
submultimea B in aeB', daca restrictia functiei f la submultimea B:

fg:B— IRY, fa(x)=f(X) , VxeB
are limita in a. Vom scrie si Lime(x) = IXiLnaf(x).

xeB

Dacé f: A  IR—> IR si B=(-0,a)nA atunci vom folosi notatiile:

Ixig;fB (xX)= IXiLr;f(x) =f(a-0)
si vom numi aceasta limita relativa (daca exista) limita laterald stangéa a functiei f in a.
Analog, daca B=(a,©)nA, notam:

Lig fs(X) = leggl f(x)=f(a+0)
si vom numi acest punct din IRY,(daca exista) limita laterald dreapté a functiei f in a.

Observatie. Din teorema lui Heine rezulta ca daca functia f are limita b in
ae A', atunci ea are si limita relativa la orice submultime Bc A , pentru care aeB'; in
acest caz legr; fs(X)=Db.

Propozitia 7. Functia f: A cIR—> IR are limita in punctul interior acA (i.e.
3e>0 : (a-¢, a+e)cA) daca si numai daca exista f(a-0) si f(a+0) si ele sunt egale; in
acest caz f(a-0)=f(a+0)=lim f(x) .

Demonstratie. 1. Daca exista limf(x) =b, din observatia precedenta rezulta

ca exista f(a-0) si f(a+0) si sunt egale cu b.

2. Reciproc, daca b=f(a-0)=f(a+0), conform definitiillor 21 si 22, pentru orice
Ve 1, exista U, si U. e 7, astfel ca

f(x)eV , VxeU.n(-©o,a)nA  si

f(x)eV , VxeU,n(a,0)nA .

Observam ca U=U.nU. € 74 . Atunci, pentru orice xeUnA\{a} , f(x)eV si
conform definitiei 21, exista XIiinaf(x)= f(a-0) = f(a+0) = b.

Definitia 23. Un vector nenul se IR se mai numeste directie, iar multimea

{a+ts |te IR} se numeste dreapta prin a de directie s. Fie f : A < IRP— IRY(IR) sia un
punct de acumulare al multimii D=An{a+ts | telR}.Limita functiei f in a, relativa la D se
numesgte limita functiei f in a dupa directia s (sau dupa dreapta prin a de directie s). In
acest caz, daca a=(ay,...,ap) , S=(S1,...,Sp), atunci a+ts=(a;+tss ,...,ap*tsy) si limita in
a dupa directia s este : Liﬂfo(x):[ifgf(al +18y,...,a, +1s,).

Daca particularizam : s = e;, unde e; este vector al bazei canonice din IR:
{e1=(1,0,...,0), 2=(0,1,...,0), ..., €p=(0,...,0,1)}, atunci a+te;=(ay,...,ai-1,ai+t,ai+1,...,ap)
si limita in a a functiei f dupa directia e; este :

l =Itirrgf(a1,...,ai_l,ai +4a,,,..,8,);

ea poarta numele de limitd partiala ( in a) dupd variabila x;. Denumirea aceasta este
in acord cu egalitatea :

i = 1im @;(x;),

Xi—q;
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unde ¢:A— IR este functia partiala in raport cu variabila x; a functiei f (vezi definitia
17).

Observatie. Deoarece limitele partiale sunt limite relative la submultimi,
rezultd ca daca functia f are limita | (in raport cu ansamblul variabilelor) si exista o
limita partiala I;, atunci I=l. Reciproca nu este adevarata.

Exemplul 20. Fie f : A= IRA{(0,0)}> IR, f(xy)=—22— si melR. Atunci
X +y
dreapta ce trece prin (0,0) de directie (1,m) este {(x,mx)|xe IR}, sau altfel spus
dreapta de ecuatie y=mx, iar limita functiei f in (0,0) dupa aceasta dreapta este:

. . m
XITO] f(x,y) = leggf(x,mx) = e

+m
y=mx

Conform observatiei de la definitia 22 rezulta ca f nu are limita n origine (in raport cu

ansamblul variabilelor). In schimb cele doua functii partiale o1 si @2 sunt nule, deci

exista limitele partiale in (0,0) si |;=1,=0.

Limite iterate

Definitia 24. Fie A = BxC c IR, Bc IR", C c IR® (p=r+s) , beB', ceC' si
f: A— IR% daca r=1 (s=1) presupunem cé b (respectiv c) este punct de acumulare in
IR pentru B (respectiv C). Pentru orice (x,y)eA definim functiile:

fi: C— IR, f(y)=f(x,y), V yeC si fy: B— IR, fy(X)=f(x,y),vxeB.
Daca pentru orice xeB functia fx are limita (finitd pentru g=1) in c, iar functia :

g: B IRY, g()=limf,(y)
are limitg in b, vectorul (elementul din IR pentru g=1):

limg(x) = limlim¥t_(y) = imlimf(x,y) = I,

x—b x—by-c X—by—c
se numeste limita iterata in punctul (b,c). Analog se defineste limita iterata

l,, = limlimf(x,y).

y—C¢ x—b

Exemplul 21. Existenta limitei (in raport cu ansamblul variabilelor) intr-un
punct nu implica existenta limitelor iterate. intr-adevar functia : f: A= IR x IR — IR,

f(x,y):(x+y)sin£sinl are limita in (0,0)e A" si nu are limite iterate, caci:
X

[foc,y)| < [x|+1y], Y(X,y)€A, deci limf(x,y)=0, iar pentru X0
y—0

. 1. 1 . , , s

Ilngf(x,y)zxsm—llrrgsm— nu exista; prin urmare li, si analog l,; nu exista. O

y—> X y=> y

legatura intre limita unei functii si o limita iterata, (daca exista) este data de :

Proprozitia 8. Daca f.BxC—IRY are limita n (b,c) si existd
aly) = Iingf(x,y)pentru orice yeC , atunci functia g:C— IR? are limita in c i :
limg(y) =limlimf(x,y)= lim f(x,y).
y—c y—c¢ x—b (x,y)—>(b,c)
Demonstratie. Fie | = I)irT(1b )f(x,y) e IRY (finita pentru q=1). Fie >0, atunci:
,y)—>(0,C

(x

JUev WWelt: [fixy) -] < % v(x,y)eUxVNA\(b,C)} ,
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deci limlfi(x.y) - 1] = Hnrrgf(x,y) _ |H =g -1] = % < £, de unde rezulta ca limg(y) =1 .
X—> X—> y—C

Dacad g=1 si | = (I =-0) atunci pentru orice u>0(u<0) IUeM, si Ve, :
f(x,y)>u (respectiv f(x,y)<u) pentru orice (X,y)eUxVnA\(b,c)} deci Iingf(x,y)zu

(respectiv Iirrg f(x,y)<u) pentru orice u>0 (u<0), adica limg(y)= o (respectiv
X—> y—C
limg(y) = —=).

Consecinta 1. Daca intr-un punct (b,c) exista li» $i lo1 si lio#l1, atunci nu
exista limita in raport cu ansamblul variabilelor.
Consecinta 2. Daca f are limita | in (b,c)eBxC si exista limf(x,y)=9(x)
y—C
atunci exista limita iterata |1, si I=l12.

Observatie. Reciproca afirmatiei din propozitia 8 nu este, in general,
adevarata, dupa cum dovedeste urmatorul exemplu:

Exemplul 22. Functia f : IR? \ {(0,0)} —» IR, f(x,y)= 2xy > hu are limita in
X“ +

(0,0) (vezi exemplul 19), dar are limite iterate egale: I1,2=Iirrglingf(x,y) =0=1,,.
Xx—=>0y—

D. FUNCTII CONTINUE

Fief: AcIR? - IR% si acA. Se pune problema aproximarii lui f(a) cu ajutorul
valorilor f(x), altfel spus: cat de “buna” trebuie sa fie functia f pentru ca vectorul f(a)e
IR? s& poata fi inlocuit cu vectorul f(x)e IR unde xeA\a}; mai precis : fie €0
eroarea admisa intr-o problema concreta prin inlocuirea lui f(a) cu f(x), (xeA); deci
vom cere ca [|f(a)-f(x)||<e si vom scrie f(x)=f(a); se poate determina o vecinatate U a
punctului a astfel ca pentru orice xeUNA sa aiba loc inegalitatea ||f(a)-f(x)||<e ?

Un raspuns la aceasta intrebare este dat de notiunea de continuitate a
functiei f in a, notiune care generalizeaza notiunea similara studiata in liceu.

Definitia 18. Functia f : A < IR” — IRY este continud in a €A (sau a este
punct de continuitate al functiei f) daca:

[V VeTia I UeT,al f(x)eV, VxeUnA] .
Daca f este continua in orice punct acA spunem ca f este continua (pe A), sau ca f
este de clasa C° pe A si scriem : feCo(A).
Observatia 1. Vecinatatea Ue 7, depinde de vecinatatea Ve 74, aleasa.
Observatia 2. Din definitia vecinatatilor rezultd ca f este continud in
,...,a")eA daca si numai daca :
[Ve>0, 3 8()>0 a.i. [[f(x)-f(a)||<e, VXA cu [|x-a]|<d(e)] sau echivalent:
[V £>0, 33(c)>0 a.l. ¥ x=(x",...,.x") €A cu [x-a|<3(e), k=1 p= [f(x)- f(a)]<e].

Definitia 19. Punctul acAc IR se numeste punct izolat al multimi A daca:

[3 r>0 a.i. S(a,r)mA={a}], sau echivalent: [3 Ve 1, a.i. VnA={a}].
Notam cu 1zA multimea punctelor izolate ale multimi A.

Exemplul 23. Fie A=S((0,0),1){(1,1)}c IR, Atunci (1,1) este un punct izolat
al multimi A, caci :S((l,l),\/E-l)mA:{(l,l)}; cum orice (a,b)eS((0,0),1) este punct de
acumulare pentru A rezulta ca 1zA={(1,1)}.

Propozitia 9. Dacd acAc IR” atunci aclzA , sau ac A'.
20
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Demonstratie. Sa presupunem ca acA si a¢lzA. Atunci pentru orice ne IN*
exista aneS(a,l)mA—{a}. Deci (an)cA\a} si lima, =a; din propozitia 5 rezultd ca
n n—o0

acA'.

Consecinta. A=IzAUANA").

Propozitia 10. O functie este continua in orice punct izolat al domeniului ei
de definitie.

Demonstratie. Fie f : A ¢ IR" — IR% si aclzA. Atunci existd Ue ¥, astfel ca
UnA={a}; daca Ve 14 atunci f(x)=f(a)eV, pentru orice xeUNA, adica f este continua
in a.

Propozitia 11. Fie f: A c IR” - IR siacA N A'. Atunci f este continua dac&
si numai daca Ixiirlf(x) =f(a).

Demonstratie.1. Presupunem ca f este continua in acA N A'. Atunci:
[V VeTa I Vet f(X)eV ,VxeUnAWa}],
deci conform definitiei limitei in a avem : limf(x) = f(a) .

2. Presupunem ca limf(x) = f(a). Fie Ve4q. Din definitia limitei rezultd ca

exista Ue 7} astfel ca : f(x)eV ,V xeUnA\a}. In plus f(a)eV, deci f(x)eV, YxeUNA;
prin urmare a este un punct de continuitate al functiei f.

Din propozitile 9, 10, 11 si teorema lui Heine rezultd o caracterizare a
continuitatii unei functii prin siruri.

Teorema 10 (Heine). Functiaf: A c IR” - IRY este continua in acA daca si
numai daca :

[V (Xn)cA |, limx, =a=limf(x,) =f(a)].

De asemenea, propozitiile 9, 10, 11 si teorema lui Cauchy-Bolzano (Teorema 10) ne
ofera urmatoarea caracterizare a continuitatii.

Teorema 11.(Cauchy-Bolzano). Functia f : A c IR® - IRY este continua in a
daca si numai daca:

[V &0, 3 Ue¥al. |[f(x)-f(y)ll<e , ¥V x,yeUNA].

Teorema 7 si propozitiile 9, 10 si 11 ne permit s& dam o caracterizare a continuitatii
unei functii vectoriale prin intermediul componentelor scalare.

Teorema 12. Functia f : A c IR? — IRY este continu& in acA daca si numai
daca cele g componente scalare ale ei sunt continue in a.

Exemplul 24. Functia f: A= IR x IR U{(0,0)}- IR,

(X + y)sinlsinl, daca (x,y) e IR xIR’
Xy

f(x,y)=
0, dac (x,y) = (0,0)

este continua in (0,0). intr-adevar, (0,0) este punct de acumulare al domeniului de
definitie si (vezi exemplul 20) Iirrgf(x,y):O:f(0,0). De asemenea, daca
y—0
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(a,b)elR IR, |imf(x,y)=(a+b)sinlsin%=f(a,b), deci f este continua in (a,b). Tn
X—a a
y—b
consecinta fe CO(A).
Exemplul 25. Functia f: A= IR'x IR’ {(0,0)}—>IR,

exxil . daci(x,y) e IR"x IR"

_ ) xy
eV)=11""  dacalxy)=(0.0) ’

este evident continua in orice (a,b) )e IR'x IR". Tn schimb nu este continua in (0,0);
intr-adevar, originea fiind un punct de acumulare al domeniului de definitie si:

x2y

: . e
xyiTbo) TOY) = I;‘gé X
deci din propozitia 11 rezultd ca (0,0) nu este un punct de continuitate pentru f. Tn
consecinta fzC°(A).

Definitia 20. Functia f : A c IR°— IR este continug relativ la multimea BcA
in punctul aeB daca restrictia fz este continua in a.

Observatie. Daca f este continua in a atunci f este continua relativ la orice
submultime B a domeniului de definitie pentru care acB. in schimb, daca f este
continua relativ la anumite submultimi ale domeniului nu rezulta, in general, ca f este
continua.

Exemplul 26. Fie f : IR = IR,

XY daci X2+y2£0

fxy) = 0 ,daca x2+y2=0

x =0=1=1(0,0),

2

Functia f este discontinua in (0,0) ( vezi exemplul 18 ), caci nu exista limita functiei in
ﬂ0,0), dar este continua in origine relativ la multimile A; = {(x,0) | xelR} si Ay ={(0,y)
yelR}.

Definitia 21. Fie f : A < IR” > IR% si a= (a',...,a")eA. Spunem ca f este
continud (partial) in raport cu variabila x* in a (k :ﬁ) daca functia partiala
9, : A, —IR? este continua in a (k :1_p) (vezi definitia 17). Daca f este continua
partial in raport cu x*,x?,...,x" in a spunem ca f este continua partial in a.

Observatia 1. Daca f este continua in a atunci f este continua partial in a.
Exemplul 26 arata ca reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

Observatia 2. Dac&d f: Ac IR — IRYsi A_= (-0, a] NA (A+=[a, ) NA),
a € A si f este continua in a relativ la A _ (respectiv A.) spunem ca f este continua /la

sténga (respectiv la dreapta) in a. Din propozitia 7 rezulta ca f este continuaina € A
daca si numai daca f este continua la stanga si la dreapta in a.

Propozitia 12. Dacd f: Ac IR® - Bc IR%sig: B — IR, iar f este continu&
in a € A si g este continua in f(a), atunci functia compusa gof: A — IR este
continua in a.

Demonstratie. Vom utiliza teorema lui Heine. Fie (x,)cA astfel ca Lm X, =4a.

Deoarece f este continua in a rezulta ca lim f(xn)z f(a); dar g este continua in f(a),
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deci |nim(gof)(xn): lim a(f(x,)) = g(f(@)) = (gof)(a), adica, in acord cu teorema lui
Heine, go f este continua in a.

Definitia 22. Fie Ac IR.

(i) Multimea A este deschisd daca A= sau A = & si Ae T, pentru orice
acA.

(i ) Multimea A este inchisd daca CA (complementara multimii A) este
deschisa.

(i ) Multimea A este compactd daca ea este inchisa si marginita.

Observatie. Multimea nevidd AcIR® este deschisd dacd si numai daca
pentru orice a € A exista r > 0 astfel ca:

S(a,r)cA sau, echivalent, [VaeA 3r>0 a.l. [x—a| <r=x e Al.

Propozitia 13. O multime AcIRP este compacta daca si numai daca orice sir
(x,) < A are un subsir convergent la un punct acA.

Demonstratie. 1. Presupunem ca Ac IR este compactd. Fie (x,) < A;
atunci girul (x,,) este marginit i, din teorema lui Cesaro, rezultd ca exista ae IRP si
(an) c (x,), cu X, —> a (n —>x). Sa presupunem, prin absurd, ca agA. Atunci
aeCA; cum A este inchisa urmeaza ca CA este deschisa, deci:

3r>0 astfel ca [x —a]< r = xeCA. (1)

Dar x, — a , deci exista m € IN astfel ca
kan —aH <r, Vk,>m. (2)

Din (1) si (2) rezulta ca x, e CA, pentru orice k, >m, in contradictie cu ipoteza
(x,) < A; prin urmare a<A.
2. Reciproc, sa presupunem ca orice sir (X,) < A are un subgir convergent la

un punct aeA.

a). Sa aratam ca A este o multime inchisa. Presupunem, prin absurd, ca A
nu este o multime inchisa , deci CA nu este deschisa; atunci:

[JaeCA a.i. vr>0 : AnS(a,r) #J]. 3)

Fie r:E, nelN". Din (3) rezulta ca:
n

3 %, € Asi|x, -a||<% . (4)

Am construit sirul (xn) = A care, conform ipotezei, are un subsir (x, ) convergent la
un punct beA.
Dar, din (4), limx,=a ¢ A, deci si limx, = a; contradictie! Prin urmare A este o

multime Tnchisa.

b). Aratam acum ca A este marginita. Presupunem, prin absurd, ca A nu este
marginita. Atunci:

3 (%) = A ad. lim| x| = . (5)
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Dar, din ipoteza, exista a € A si (x, ) = (xn) astfel incat limx, = a; prin urmare sirul
convergent (x, ) este marginit (conform propozitiei 3), iar (5) implica: lim| x, | = o;
contradictie!

Definitia 23. Fie Ac IR". Punctul acIR” se numeste punct aderent al multimii
A daca AnV=d, pentru orice vecinatate Ve 7,. Notdm cu A multimea punctelor
aderente multimii A si spunem ca A este aderenta multimii A.

Observatia 1. ac A dacé si numai dac&:[ vr>0 :S@r) N A=J |

Observatia 2. A=IzA UA'.

2

2
Exemplul 27. Multimea A={(X,y)eIR2 |X—2+y <1}, unde a,belR™ este
a

b?
B X2 y?
deschisa, iar A:{(x,y)eIR2|—2+b—2£1} este fnchisd si maérginitd, deci este
a

compacta. Desigur CA este inchisa dar nu este compacta.
Observatie. Sa remarcam ca feC°(A) daca pentru orice acA si pentru orice
>0 existd (¢,a)>0 astfel ca [f(x)-f(a)| < €, pentru orice xeA cu |x—a| < 5(e,a). Daca

exista inf{d(e,a)|a e A}=5(¢)>0 atunci 5(¢) este un numar care depinde doar de «.

Aceasta intarire a proprietatii de continuitate (globala, pe tot domeniul A) a functiei f
este formalizata in:

Definitia 24. Functia f : A c IR” — IR este uniform continué (pe A) dacé:

[ve>0 38(e)>0 al. vxyeA,|x-y|<d(e)= [f(x)-fly) <e ].

Observatie. Orice functie uniform continua este continua. Reciproca acestei
afirmatii nu este, in general, adevarata. Deci daca notam cu U(A) clasa functiilor
uniform continue pe A, atunci U(A)cC°(A), dar C°(A)zU(A) in general.

Exemplul 28. Functia f : IR — IR, f(x)=x* este desigur continua, dar nu este
uniform continua. Pentru a arata acest fapt consideram &>0 si presupunem, prin
absurd, ca f este uniform continua. Atunci:

35=5()>0 ai vxyelR, |x—y|<6:>‘x2—y2‘<s.

Fie n<(0,0) si a,b >2in astfel ca Ja—b|=n. Atunci

[a? —bz‘:|a—b|(a+b):r1(a+b)>r1-22—£n:s;

contradictie! Deci fgU(IR).
Definitia 25. O functie f : A c IR® — IRY este lipschitziana (pe A) dacé exista
M>0 astfel ca:
[f(x)-fly)| <M|x -y ¥x,y e A.
Numarul pozitiv M se mai numeste constanta lui Lipschitz.
Reamintim ca daca f este lipschitziana iar constanta lui Lipschitz Me(0,1)
atunci f se numeste contractie; daca existd M>0 astfel ca | f(x)| <M, pentru orice

xeA spunem ca f este mérginita.

Propozitia 14. Orice functie lipschitziana este uniform continua.
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Demonstratie. Fie f : A c IR” - IR o functie lipschitziana de constanta M.

Fie e>05i & = % Atunci pentru orice x,y € A, cu | x-y <& avem:

|16 1) [ <M] x| <e,
deci f este uniform continua.

Observatie. Daca notam cu L(A) clasa functiilor lipschitziene pe A atunci:
L(A)cU(A)c= C°(A).

Teorema 13. Functia f : A < IR - IRY este uniform continua daca si numai
daca:

[V(x,)(y)c A, cu x, —y, = 0= f(x,)-fly,) >0 ]. *)

Demonstratie.1. S& presupunem intéi ca f este uniform continua pe A. Fie
(x,)(y,) = A doua siruri astfel incat lim(x, —y,)=0. Fie £>0. Atunci:

[35(e)> 0: wxyeA: Ix -y < 8(e) = [[f(x) - f(y)] < . 1)
Dar x, -y, — 0, iar 8(¢)>0, deci exista n(e)eIN" astfel incat:

X, = y,| < 8(e) ¥n=nle). 2)
Din (1) si (2) rezulta ca:

[f(x,)—f(y, )| <& ¥n=n(e),
adica [im (f(x,)-f(y,)) = 0(e IR).

2. Reciproc, sa presupunem ca f are proprietatea (*) si, prin reducere la
aburd, sa admitem ca f nu este uniform continua. Atunci:

[Be>0al v6>0 IxyeA:|x-y|<8 sif(x)-fly)]|=> e] (3)

Fie 6:£,neIN*. Din (3) rezulta existenta unor puncte Xx,y, <€A pentru care:
n

o=yl <= si [ 1x,)-10,) €. @

Din (4) rezulta ca x,—y,—0 si f(xn) —f(yn) nu converge la 0 pentru n—x, ceea ce este
in contradictie cu (*). Deci ipoteza non-continuitatii uniforme a functiei f a fost falsa;
prin urmare f este uniform continua.

Exemplul 29. Functia f:(—%,%}—) IR, f(x): tgx nu este uniform continua.

Intr-adevar, fie x, = r 1 siy, = r_2 € (—E,E} nelIN . Desigur x, -y, = 1 -0,
2 n 2 n 22 n
1 2 1 . . .
dar f(x,)—f(y,)=ctg=—ctg= = — — = si, conform teoremei 13, f nu este uniform
: sin—
n

continua.
Vom da in continuare o conditie suficientd pentru ca U(A)=C°(A).

Teorema 14. O functie continua pe o multime compacta este uniform
continua.

Demonstratie. Fie f : A c IR” — IR? continu&, unde A este compact in IR".
Presupunem, prin absurd, ca f nu este uniform continua. Atunci:

[Be>0:v8>0 IxyeA:|x-y|<d si|f(x)-fy)|z¢ ]. 1)
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Fie 5=, neIN". Din (1) rezults ca:
n

1 .
3%, Y0 € A X, = V| < =i [[flx,) - fyn) [ 2 ] 2)

Cum (x,)(y,)c A, iar A este compacts, deci mérginitd, din teorema lui Cesaro
urmeaza ca cele doua siruri au puncte limita, adica:

BxyeA silx )o@y )=(,)al x, >xsiy, >y]. (3)
Din (2) si (3) rezulta ca:

kan ~Yi H < ki — 0(n— ), decix =y.

Dar f este continua pe A, iar din teorema lui Heine urmeaza ca:
tim (f(x,, )~ fly,, ))= ()~ f(y) =0,
in contradictie cu (1): ‘ f(xkn)—f(ykn)u >¢>0. DecifeU(A).

Observatie. Am vazut ca L(A)cU(A)=C°(A) si ca C°(A)zU(A) in general. In
exemplul urmator aratam ca U(A)zL(A), adica exista functii uniform continue care nu
sunt lipschitziene.

Exemplul 30. Functia f:[0,1] - IR, ,f(x) =+/x este continua pe un compact
deci, din teorema 14, rezulta ca feU[0,1]. Vom arata ca f¢L[0,1]. Pentru aceasta este
suficient sa aratam ca:

[¥M>03x,y e[0,4:] f(x)-f(y)|>M x-y]| ],
sau, echivalent:

[VM>0 EIx,ye[O,l],x;ty §i\/§+\/§<$ ] Q)

2

Fie M>1. Atunci %31 si pentru x=0 gi y<Mi are loc (1). Daca M« Blj pentru

2
x=1si \/y <%—1, deci y < (%— j <1, are loc (1). In sfarsit, dacd M (0%} atunci

& > 2 si (1) are loc pentru orice x,y<[0,1].

Teorema 15. O functie continua pe un compact are imaginea compacta.

Demonstratie. Fie A ¢ IR” o multime compacta si f : A — IR o functie
continua. Vom arata ca imaginea lui f:

Imf =f(A)c IR®
este compacta in IRY, folosind propozitia 13. Fie (yn) = f(A). Atunci exista sirul (x,)cA
astfel incat f(x,)=yn,. Dar A este compacta si, din propozitia 13, urmeaza ca:

[ 3(x, )e(x,) sidacAal mx, =a]. (1)

Din teorema lui Heine si (1), cum f este continua, rezulta ca:
limflx, )=limy, =f(a)ef(A),

n—oo

deci sirul (y,)cf(A) are subsirul (y, ) convergent la f(a)<f(A); prin urmare, din

propozitia 13, rezulta ca f(A) este o multime compacta.
Teorema 16. O functie scalara (q=1) continua pe un compact este marginita
si isi atinge marginile.
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Demonstratie. Fie f : A c IR - IR, A compact si feC°(A). Din teorema 15
rezulta ca f(A) este inchisa si marginita. Fie:

m = inf f(A) si M = sup f(A) Q)
marginile functiei f. S& presupunem prin absurd ca, de exemplu, marginea superioara
M nu este atinsa, deci:

M & f(A) . (2)
Din (1) si (2) rezulta ca:
M- f(x) > 0, VxeA. (3)

Atunci functia g: A > IR, g(x)= v 1f( ] este continud si pozitivd pe A; cum A este
—f(x

un compact, rezulta ca g este marginita, deci:

AN>0:0<g(x)<N,vxeA. (4)
Din definitia marginii superioare M gi din (2) rezulta ca:
vV e>0 IxeAai M-e<f(x)<M. 5)

Fie € = % Din (5) rezulta ca:

IxeAali. M —% <f(x), sau g(x)>N,

in contradictie cu (4). Prin urmare M e f(A). Analog se arata ca marginea inferioara
este atins4, adica 3x, € A astfel ca f(x,)=m.

Observatie. Sa notam cu M(A) clasa functiilor marginite pe A c IRP. Daca A
este un compact atunci L(A)cU(A)=C°(A)cM(A). Desigur, in general
M(A) = C°(A).

Exemplul 31. Functiaf: IR - IR,

sinx ,daca
f(x):{ xeQ

. . , hu este continua dar este marginita si isi
—sinx,dacéd xelR-Q

atinge marginile: f(gj =-1si f(%} =1.

E. EXERCITII

Exercitiul 1. Sa se verifice ca egalitatile urmatoare definesc norme pe IR,
@ | = max(]xl‘,...,‘xp‘)
) |X = ‘xl‘ +ot ‘xp‘

unde x = (x,...,x") e IR”.

Exercitiul 2. Sa se verifice ca functia | |:M,,(R)— IR, definita prin

1A= [Zn:iaf unde A=(a)eM,,(R), este o norma pe spatiul liniar real al
i1 1

matricilor cu n linii si m coloane.
Indicatie. Pentru proprietatea (N3) se foloseste inegalitatea lui Minkowsky.

27



Exercitiul 3. Sa se studieze convergenta sirurilor (x,,)

n>2"

(n,éj ,daca n este par
n
@ x,=
1 5 .
(ﬁ,nj ,daca n este impar
b) x = Inn-Inn! CIN

2
k=1
n
k a+l n

X, = n\/tg

Raspuns. (a) divergent; (b) x, — (0,0); () x, — (%1}

nmw

© 2n+1’

”ﬂ@+ﬂ}

Unl!

unde:

Exercitiul 4. Sa se arate ca sirul (xn) < IR este convergent daca si numai

daca subsirurile (Xon), (X2n+1) Si (Xan) SUNt convergente.

Exercitiul 5. Fie (x,), (Yn) < IRP convergente la x, respectiv lay si (a)) < IR

convergent la a € IR. Sa se arate ca:

@  lim(X,+y,)=x+y
(b) lima,X, = ax
©  tlim|x, [=]x]
@  limd(x,y,)=dxy)

n—oo

Exercitiul 6. S& se studieze convergenta seriilor cu termenul general

x,nelN,n>2.

Y om

a X, = ,n-sin—-

( ) n n 2n+l

) . - In(l+ij Jn+2 -4n+1

" n® ) n

(©) X, = —,arcsinni
In"(n+1) n

(d) X, = (Lj a“,garctgg}a>0
n+1 n n

© X = smanx’cosanxj’ 0
n n

Raspuns. (a) divergenta; (b) convergenta; (c) convergenta; (d) convergenta

pentru a< e si divergenta pentru a > e; (e) convergenta.
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Exercitiul 7. Sa se studieze natura seriei an si in caz de convergenta sa
n=1

se calculeze suma sa s, unde:

8n 1
a = A4 -arctg ———
@) x, (2n - 1)*(2n + 1)? gn2+n+1j
2K
= Inn-Inn!
(b) X, = Zﬁ:lkaﬂ’ 0 ,aelN
k=1
n-1
() x, =[4-3""-sin® T (GEY
2-3"'nh+1)(n+2)

(A x, = (e(ﬂJx >0

2n + 1)

an+1 n!
(©) %, :[ a" ’(a+1)(a+2)...(a+n)}a20

Raspuns. (@) s=(,n); (b) divergents; (c) s=(g_1,|n4_gj;

(d)s=( Xl 1,1); (e) divergenta pentru a<1l si convergenta pentru a>1 si

a’-a-1 1
S= , )
a-1 a-1

Exercitiul 8. Fie U, Ve 14, acIRP. S3 se arate ca:
aeU;

VUAe ¥, VAC IR,

UnVe?,.

Exercitiul 9. Sa se determine multimea punctelor de acumulare ale multimii
A, unde:
(@) A= {(x,y) elR?|1<x® +y? < 4}u {2,2)}

(b) A= {(E,ij Inm e IN*}
nm

(c) A=5((000)r)cIR®r>0
(d)A=INxIN
Raspuns. (a) A'={(xy)|1<x?+y?<ay;

(b)A :{(o,ﬂmeu\r}u{@oj|neu\r}u{(o,c)}; © A ={xy2)[x*+y? +2> <r?}; (d) A = .

Exercitiul 10. Fie A,B c IR". Sa se arate ca:
(AUB)=AUB'
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(AYc A

2

+y
limita in (0,0) dupa orice dreapta prin origine, dar nu are limita (in raport cu
ansamblul variabilelor) in (0,0).

2
Exercitiul 11. S& se arate c& functia f:IR*\ {(0,0)}— IR, f(x,y)= x“X Y are

Exercitiul 12. Sa se studieze existenta limitei | si a limitelor iterate in origine
pentru functia f, unde:

(@ flxy)=X Y

, IR, xIR_\{0,0)} > IR
(b) f(x,y)= (x sin%,ysin%} f:IR" xIR" = IR?
2 22
© f(xy.z)= % f1IR IR xIR* - IR
X“+y +2z

1 ,daca xy=0
@) fy)=1- 0 YT R LR
0 ,daca xy=0

(e) f(x,y)= xsinl,f 'IRxIR" > IR
y

) f(xy)= ii ;zz L :1IR?\{(0,0)} > IR

Raspuns. (a) |,=,=0 nu exista I; (b) nu exista |, si I, iarl=0; (c)
lps=liop=lr1s=log=ls1,=lsp=1=0; (d) |,=1,,=1 nu existda 1|, (e) nu exista
l,, jarl,, =1=0;(f) I, =11, =-1 nuexista |.

Exercitiul 13. Sa se reprezinte grafic domeniul maxim de definitie al functiei
f, unde:

(a) fx.y)=Inlx* -y?)
(b) f(x,y) = arcsin(x® - y?)
(©) f(xy)=In{1~[ x|~|y])
2 2 2

(d) f(x.y.z)= \/ —:—z—z—z—i—z, a,b,c IR’

f(x,y,z) XY Z ) abcelR’
(e) f(x,y,z —arccos(?—b—z—c—] a,b,c e

. 2 y2 22

0 f(xy,z)= arcsm(?+b—2—c—2}a,b,c cIR

(@) f(x,y,2)=yx* +y* -2
(h) f(x,y,x)=+x? +y? — 2% .

Exercitiul 14. S& se arate ca pentru orice aplicatie liniara f ¢ L(IR”, IR?) are
loc inegalitatea :
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ool <Al ) x <R,

unde A este matricea aplicatiei f.
Indicatie. Se foloseste inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-Schwarz:

2
[i|akbk|j S(ié\ﬁ}(ibﬁ), unde ay, by €IR, k=1p.

k=1 k=1 k=1
Exercitiul 15. Fie T clasa multimilor deschise din IR". Sa se arate c& T are
urmatoarele proprietati:
@3, IRPeT
)G, DeT =GDeT
©)GieT,iel= UG, T,

iel

unde | este o multime nevida.

Exercitiul 16. S& se arate c& C°(A) este un spatiu vectorial peste IR.

Exercitiul 17. S& se arate ca dacd A c IR” este o multime deschis& atunci
pr,(A) = {pr, (x)| x € A} este o multime deschisa (in IR), k=1,p.

Exercitiul 18. Fie A c IR o multime inchisa si a € A. S& se arate ca exista
(x,)c A astfel incat [imx, =a.

n—oo

Exercitiul 19. Fie A c IR?. S& se arate cd urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
(a) A este o multime inchisa

(b) A=A
(c) Ac A

Exercitiul 20. S& se arate c& dacd A c IRP este marginita, iar f<cU(A),
atunci f este marginita.

Exercitiul 21. Sa se studieze continuitatea, uniform continuitatea si

marginirea functiei
f:IR— IR, f(X)=x-arctg x.
Indicatie. Se arata ca [f(x)-f(y)] <|x—y].
Exercitiul 22. Sa se arate ca orice functie f:IN — IR este uniform continua.
1 y

Exercitiul 23. Fie f:IR > IR, f(x)= sm;, dacax =0 .

0 , dacax=0

Sa se arate c& imaginea oricarui interval [a,b] este o multime compacts,
desi f nu este continua.

Exercitiul 24. Sa se arate ca L(R”,IR?)< U(IR”).
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Exercitiul 25. Fie A < IR® un compact si f : A»B c IR? o functie continu& si
bijectiva. Sa se arate ca inversa ei este de asemenea continua.

Exercitiul 26. Sa se arate ca functia f : IR* > IR,
2

A

f(x,y)=4x>+y*’

0 , daca x*+y*=0

este continua partial dar nu este continua.

dacd x*+y* =0

Exercitiul 27. S& se arate c& feC°(IR%), unde
X2y2

f(x,y)=4x2+y

0 , dacax®*+y*=0

dacax® +y* =0

2

Exercitiul 28. Sa se demonstreze ca functia definita prin
sin(x?y?)

f(x,y,z)=1x>+y* +2°’ dacax+y"+2#0

0 , dacadx®*+y*+z*=0
X2 y2 ZZ .
este uniform continud pe A = {(x,y,z) e IR‘°"—2+b—2+—2 < 1}, a,b,ce IR.
a c

Exercitiul 29. Fie f : A < IR— IR o functie derivabila cu derivata marginita.
Sa se arate ca f e U(A).

Indicatie. Se arata ca f L(A) cu ajutorul teoremei lui Lagrange.

Exercitiul 30. Fie F clasa multimilor inchise din IR". S& se arate ca:
() G, IRPeF
(i) F.F,eF=>FnF,eF
(ii) EeT,ieI:ﬂEeT
iel

unde | este o multime nevida.

Exercitiul 31. Fie A, BCIR® compacte. S& se arate c& multimile: ANB si AUB
sunt compacte.
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DERIVABILITATE SI DIFERENTIABILITATE

In acest capitol vom generaliza notiunea de derivabilitate cunoscuta din liceu
pentru functii de mai multe variabile. Notiunea de diferentiabilitate pe care o vom
studia aici ne va permite sa aproximam valoarea unei functii intr-un punct cu
valoarea unui polinom de gradul intai in acel punct, imbunatatind astfel rezultatele
cunoscute de la functiile continue.

Reamintim c& dacd f : Ac IR — IR este continua in a< A, atunci exista o
vecinatate Ue7, pentru care f(x)=f(a), pentru xeUNA (aproximare cu o
constanta). Aici vom arata ca, in anumite conditii, exista un polinom de gradul intai
de p variabile T; pentru care f(x)= T,(x), pentru xeUNA.

A. DERIVATE PARTIALE

Definitia 1. Fie AcIRP. Un punct ae A se numeste punct interior al multimii
A daca exista o sfera cu centrul in a inclusa in A, adica,
Ir > 0 astfel incat S(a,r)c A.

Multimea punctelor interioare ale multimii A se numeste interiorul multimii A
si se noteaza A sau int A.

Observatia 1. Multimea Ac IR este deschisa daca si numai daca A=A. ntr-
adevar, daca A este deschisa, atunci pentru orice acA exista r >0 astfel ca
S(a,r)cA, deci a este punct interior si prin urmare Ac A; in plus din definitial
rezultd c& AcA, deci A=A. Invers, dacad A=A, atunci pentru orice acA existd r >0
astfel ca S(a,r)c A ; deci A este o multime deschisa.

Observatia 2. Interiorul multimii A este cea mai mare multime deschisa
inclusa in A; deci daca G este o multime deschisa inclusa in A atunci Gc A.

Exemplul 1. Fie A={(x,y,2)e IR®| x,y,z 2 0, xX*+y*+z?< 1}

Atunci A={(x,y,2) € IR®| x,y,z > 0, x>+y?+z% < 1}.

Propozitia 1. Dacd Ac IR” atunci Ac A",

Demonstratie. Fie a e A. Conform definitiei 1 rezulta ca exista r > 0 astfel ca
S(a,r)c A, deci S(a,r)nA\{a} =@, adica a este un punct de acumulare al multimii
A.

Consecinta. Dacé acA atunci existé (x,)c A\ {a} astfel ca limx, =a.

Afirmatia rezultd din propozitia 1 si propozitia 5 din cap.1.

Definitia 2. Fie f : A < IR’ -IRY o functie si B= {el,...,ep} respectiv
B, = {e ,....e, | bazele canonice din spatiile liniare IR, respectiv IR%. Spunem ca
functia f este derivabila partial in raport cu x; (unde i e {1,2,...,p}) in punctul a< A daca
exista:

Iting%[f(athei)—f(a)]e IRY . *)

telR
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Aceasta limitd se numegte derivata partiald a functiei f in raport cu x; in

punctul a si se noteaza aa—f(a) sau f! (a). Daca f este derivabila partial in raport cu
X; '

fiecare variabild in a spunem ca f este derivabild partial in a. Dacad A=A si f este
derivabila partial in raport cu x; in orice punct acA spunem ca f este derivabil& partial
in raport cu x; (pe A); in acest caz functia:

ﬁ=fx' :A—>IR%amf] (a)

OX, ‘ '
se numeste derivata partiala a functiei f in raport cu xi. Daca f este continua pe A,
derivabila partial in raport cu x;,i = 1_p si cu derivatele partiale continue spunem ca
f este de clasd C* pe A si scriem f e CY(A).

Observatia 1. Dacd aeA, atunci exista r > 0 astfel ca S(a,r)c A; in acest

caz pentru t<r, a+te, € A, deci are sens problema determinarii derivatei partiale

din (*).

Observatia 2. In cazul p :1,2—i(a): Iting%[f(aﬂ)—f(a)] , sau, notand x=a+t,
atunci g—i(a)znmw; deci in cazul functilor de o variabild derivata

partialacoincide cu derivata i vom pastra notatiile din liceu: f' (a)= g—f(a).
X

in cazul p=2, daca (a,b)eAc IR*:
f' (a,b)= |im%[f((a,b)+ t(1,0)) - f(a,b)] = Itigg%[f(a +t,b)—f(a,b)] =

f(x,b)—f(a,b) f(a,y)-f(a,b) t

lim i, analog f; (a,b)=1|i
x=a+t  x—a X —a ¥ g y( ) lylgl]) y—b
Observatia 3. Daca f:(fl,...,fq), iar aeA, atunci conform propozitiei 1,

a= (al,...,ap)e A' | iar din teorema 7 (cap.l1) rezulta ca f este derivabila partial daca si
numai daca cele g componente scalare sunt derivabile partial in a; in plus:

ﬂ<a>=(“l (a>,...ﬁ<a)].

oX, 6_)(I OX;
Daca notam x, =a+te; atunci t - 0 daca si numai daca x, — a, i
6_1‘1.(a)= iim fj(al,...,aifl,xi,aM,...,ap)—f].(al,...,ap)
i Xj—a; Xi —_ ai '
Prin urmare, derivata partiala a functiei f; in a este derivata functiei partiale in raport
cu variabila x;, adica derivata unei functii de o singura variabila. Prin urmare din
derivabilitatea partiala a functiei f in a rezulta continuitatea sa partiala in a.

Derivabilitatea partiala, pentru p>1, nu implica continuitatea, dupa cum arata
urmatorul exemplu.

Xy X2 +y2 =0
Exemplul 2. Functia f : IR5IR, f(x,y)=14x +y? este
0 X =y =0
discontinua in (0,0) (vezi exemplul 26, cap.1) dar este derivabila partial, caci :
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f(x,0)- f(0,0)

f; (0,0)=lim . =0 si
2 2 9y2 2 2
[ o) = M2 X)) 00)
(x +y ) (x +y )
of Y(yz—xz),dacéx2+y2 # 0
Deci a—(x, y)= (x2 N y2)2 si analog
X 0 ,dacax =y =0

X(Xz_yz) X2 +y2 %0
a—f(x,y)= (x2 + y2)2 | ’
oy
0 , X =y =0.
Prin urmare feC° (IR?) deci f ¢ C* (IR?).

Exemplul 3. Fie f:A =(0,%0)x(0,2n) = IR?, f(p,)=(pcosp,psing). Desigur
feC°(A). Deoarece f, (p,¢)=(cose,sing) si f. (p,¢)=(-psing,pcose) rezultd c&
f.,f, €C°(A). Prin urmare f e C'(A).

Definitia 3. Fie f:.Ac IRP—IR? si acA. Daca f este derivabila partial in raport
cu x; pe o sferd S(ar)c A, ie. 3f, (x)vxeS(ar) ) iar f, este derivabila partial in
raport cu x; in a spunem ca f este derivabila partial de doua ori in raport cu X; Si X,
deci exista:

Iim}[ﬁ—f(aﬁej)—f(a)}e IRY.

t—-0 t 6Xi
2

Notam aceasta limita(daca existd) cu f/, (a) sau (@) si o numim
X

derivata partialé de ordinul doi (derivata a Il -a) a functiei f in raport cu x; gi x;. Daca

2
(@) si aaaf (@) le numim derivate mixte in raport cu x; si x; in a.
OX. X . OX.
YN YN

Daca i=j numim derivata a Il- a in raport cu x; §i x; derivata partiald de ordinul doi(ori

I si exista

2
derivata a Il -a) in raport cu x; in a si o notam j—fz(a), ori 7, (a). Analog se definesc
X, |

derivatele de ordin superior lui doi. Daca A=A, f este continuad si admite derivate
partiale de orice ordin h <n, continue pe A spunem ca f este de clasa C" pe A si
scriem f e C"(A). Daca f e C"(A) pentru orice neIN spunem cé f este de clasd C” pe
A si scriem feC”(A).

n

Derivata de ordinul n in raport cu xj(daca exista) se noteaza:

n !
i

iar derivata partiala de ordinul m in raport cu x; (daca exista) a functiei fx(”n) 0 notam:

sau {7,

35



an+mf
ox;"ox,"
Observatie. Pentru functile de o singura variabila derivabile de n ori se
cunoagte din liceu formula de derivare a produsului(formula lui Leibniz):

(u-v)" = icﬁu(n—k)v(k)’
k=0

unde prin derivata de ordinul zero a functiei u (sau v) se intelege chiar functia u
(respectiv v). Cum derivatele partiale sunt, de fapt, derivatele functiilor partiale, deci
derivate ale unor functii de o singura variabila, rezulta ca formula lui Leibniz este

valabila si pentru produse de functii scalare de mai multe variabile.
13
Exemplul 4. S& calculdam ——— pentru functia f(x,y)=(x-y)e*" .

6X7ay6

sau fom
Xlnxm .

i

Calculam intai f]):

Ch(x-y)0 (e ¥ =cl(x—y)e™ +Coe* =e*Y (x—y +7)

513f 86 an 5 (6_k) (k)
——— X X,¥)=> Csle" Joi - (x-y+7) =
oy° [8X7 j( y) k; 6( )y ( y )y
:Cgexﬂ’(x_y+7)+C]éex+y(_1): ex+y(x_y+1)_
Exemplul 5. Sa calculam derivatele mixte de ordinul doi pentru functia
X’y x2+y2 %0

fIRPSIR Lf(X,y)=1 X2 +y? . Pentru (x,y) = (0,0) avem:
0 X=y =0
2 2 2 4 4 2.,3
f (x,y):3x y(x2+y2);2x y:xy2+3x232/ si
(x2 +y?) (x> +y?)

0 Gy (i ]y = B FOVIE v f - aylc oy Yy +3xty?)
, [ (x,

Xy x (x2+y2)4
_ x® +6x*y? —-3x’y* . ¢ _ xg(x2 +y2)—2x3y2 _x -x%y?
(+y2f ar: 1,(xy) (x2+y? ) (x2 +y2f ?
2
£ (xy)= (Bx* —3x2y? [x? +y2 f — 4x(x? +y? Jx® —x3y?) ~ 17 (xy)-

(x2 + yz)4
Pentru (x,y)=(0,0):

(0,0)=lim fx0)-10.0)_g £ (0.0) = im 0.Y)-£00)_ iy

f! =lim—*
x—0 X y—0
f; (0 0)_ !,_)0 f(O,y)y f(O 0) =0
f’ (x,0)-f(0,0
fy (00)= lim ( 00) = Iirrg% =1
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Sa remarcam ca daca trecem la coordonate polare: x = pcos ¢,y = psin ¢,
atunci: (xy) —(00)<p—0 si: 0<[f(x,y]<p® -0, deci XIiyrEOf(x,y):O:f(O,O); prin

Deci:

urmare f e C° (IR?), iar:
0<|fl (xy)|
Og‘fy' (x,y)‘s
adica f e C'(IR?).
Cu toate ca exista derivatele mixte fx”y ,fy"X : IR2 — IR ele nu sunt continue,

<4p—0,deci f/ e C°(IR?si
2p — 0, deci f! e C°(IRY),

y

deci f¢C? (IRZ). Intr-adevar dacad y=mx este ecuatia unei drepte prin origine,
atunci:

2 4
lim 7 (x,y)=limf (x,mx)= 1+6m” —3m” _ i g (x,y),
x—0 ¥ x—0 ¥ (1 2) x—0 X
y=mx +m y=mx
deci nu exista limita in origine (in raport cu ansamblul variabilelor), adica (0,0) este
un punct de discontinuitate al derivatelor mixte.
In continuare vom aréta ca functiile de clasd C? au derivatele mixte egale.
Pentru simplificarea notatiilor vom arata aceasta proprietate pentru p=2 si q=1in

ipoteze mai generale.
Teorema 1 (Schwarz). Fie f : A = IR°> IR si (ab)e A. Daca existd o

vecinatate deschisa VeTap) si existd derivatele partiale f; (x,y),f; (x,y),fx'; (x,y)
pentru orice (x,y)eV , iar f, este continud in (ab) atunci exista f,(ab) si
fi, @b)="f, (ab).

Demonstratie. Fie h, ke IR astfelca (a+h,b +k)e V si

F(h,k)=f(a+hb+k)-f(a+hb)-f(ab+k)+f(ab) (1)
Dacé notam g(x,y) = f(x,y +k)—f(x,y), atunci:

F(hk)=g(a+hb)-g(ab)
Aplicand teorema lui Lagrange functiei partiale g(x,b) pe intervalul [a,a+h] rezulta
c& existd 0 € (0,1) astfel incat:

F(h,k)=hg. (a+6h,b).
Tinand seama de definitia functiei g rezulta ca:

F(h,k)=h[f; (a+6hb+k)—f (a+6hb)].
Deoarece pe V exista derivata mixta fi rezulta ca functia partiala f, (a+6h,y)
verifica ipotezele teoremei lui Lagrange pentru ye[b,b+k], deci exista 0 e(O,l)
astfel incat:

F(h,k) = hkf, (a+6hb+6' k) @)
Dar f], este continua in (a,b), deci functia:
o(hk)=f; (a+06hb+0k)-f; (ab) A3)

are limita in origine:

37



lim olhk)=0. 4)

Fie a(h):LiL'r(l)w(h,k). (5)
Desigur, din (4) si (5) rezulta ca:
lim alh)=0. (6)

Tnmultind egalitatea (1) cu % si inlocuind F(h,k) din (2) si f;, (a+6h,b+0'k) din (3)
obtinem:
hf;, (a,b)+ho(h,k)= %[f(a+ h,b+k)-f(a+ h,b)]—%[f(a,b +k)-f(a,b)]. (7)

Deoarece pe V exista derivata partiala f, , trecand la limitd pentru k >0 in (7) si
tinand seama de (5) avem:

hfy, (a.b)+ha(h)=1, (a+hb)-1 (ab), sau:

Cfi; @+hb)-1; @h)= £ (@b)+ alh). ®)
Trecand la limita in (8) pentru h—0, din (6) rezulta ca exista f (a,b) Si
i, (ab)= 1} (ab).

Consecintd. Fie A c IR o multime deschisi. Dacd fe C?(A), atunci
derivatele mixte de ordinul doi sunt egale pe A (numarul lor fiind C§ pentru p>2).

B. DERIVATE DUPA VECTORI

Am vazut ca derivata partiala a unei functii in raport cu variabila x; presupune
existenta limitei (*) (definitia2). In acest context vectorul

a+te, tinde la ae IR cand t—> 0. De exemplu in IR Y
pentru derivata in (a,b) in raport cu variabila x, (a+t,b)
tinde (cand t—0 ) la (ab) de-a lungul unei drepte

paralele cu Ox. Fie (uv)#(00) . Atunci punctul de

X

coordonate (a+tu,b+tv) tinde la punctul de coordonate

introducand conceptul de derivata dupa un vector (ori o

0 1
(a,b) (cand t —> 0) de-a lungul unei drepte paralele cu o
vectorul ui+vj. Vom generaliza notiunea de derivata
partiala inlocuind vectorul e, din (*) cu un vector oarecare,
(uv)
OI

directie), concept care joaca un rol important in studiul X

fenomenelor electromagnetice.

Definitia 4. Fie f : A c IR"— IR? o functie vectoriala, a < A siv e IRP\{0} un
vector. Daca exista

Iting%[f(aﬂv)—f(a)]equ (**)
telR
spunem ca f este derivabild in a dupéa (in raport cu) vectorul v. Limita (**), daca

exista, se noteaza ?(a) si se numeste derivata functiei f dupé (in raport cu) vectorul
v
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v in punctul a. Derivata in a a functiei f dupa versorul vectorului v (adicad dupa —: V)

M

se mai numeste derivata lui f dupd directia lui v.

Observatia 1. Dacd v = e, € B, atunci a—f(a): a—f(a).
oe; oX,

: R 1 <
Observatia 2. Pentru p=q=1 notand a+tv = x, sau t =—(x —a) remarcidm
v

ca (**) devine:

6_f(a)= |imw = Vf’(a),

ov xoa X —a
deci, In acest caz particular, derivabilitat*ea dupa un vector implica derivabilitatea.
Invers, daca f este derivabila ina sive IR, luand vt = x—a avem:

f/(a) = lim () =f@) _ im e+ v) -1l 2= 1 (),

x>a X —@a 0 V. VoV

deci derivabilitatea implica derivabilitatea dupa orice vector nenul.
Exemplul 6. Derivata dupa orice vector v nenul a unei aplicatii liniare este

chiar aplicatia respectiva calculaté in v. Intr-adevar daca fe L(IR®, IRY), ac IRP si ve
IR? \{0} atunci f(a+tv)-f(a)=tf(v), pentru orice te IR. Din (**) rezultd c&
S—f(a): f(v), oricare ar fiae IR".
v
Definitia 5. Fie X = (X1, ..., Xp), Y = (Y1, ..., ¥p) € IR?. Numé&rul real

p
<Y =D XY = XYy e XY,
k=1

se numeste produsul scalar al vectorilor x gi'y.
Observatie. Produsul scalar are urmatoarele proprietati:

(P1) <X,X>=||X||2,VXE IRPsi <x,x>=0<x=0

(P2)  <x,y>=<y,x>VX\ye IR

(P3) <ax,y>=a<xy>VaelRvxye IR

(P4) <X+Y,Z>=<X,2>+<Y,Z>VXY,Z¢e IRP

(P5)  |<xy>[<|x|-|y} vx.ye IR" (inegalitatea Iui Cauchy-Buniakowsky-
Schwarz).

Teorema 2 (Riesz). Fie fe L(IRP, IR). Atunci existd un unic ae IR astfel
incat:

(a) f(x) =< x,a >, pentru orice xe IR"

(b) |IA| =[], unde A este matricea aplicatiei liniare f.

Demonstratie. Fie x:(xl,...,xp)e IRP. Atunci:

f(x) = f(gxieij = izpl:xif(ei) —< x,a>,

unde a=(f(e,)....f(e, ))e IR
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Dacé existd b = (b,,...,.b, ) e IR astfel ca: f(x)=<x,b >, pentru orice xe IR, atunci
<e,b>=<e,a>, pentru orice i=],_p, deci b, = a,,i =l_p adica b=a si punctul (a)
este demonstrat. Desigur A'=a, deci (b) este, de asemenea, dovedit.

Vom da in continuare un set de conditii suficiente pentru derivabilitatea dupa
un vector si formula de calcul a derivatei dupa un vector.

Teorema 3 (Conditii suficiente de derivabilitate). Fie f : A = IRP— IR si acA,
Daca exista o vecinatate Ve 7/ astfel ca f sa aiba derivate partiale pe V, continue in
a, atunci f este derivabila dupa orice vector ve IR \{0} si:

of P, of

—l(a)=>) —la,,

S@=> Ly

unde v = (Vq, ..., Vp).
Demonstratie. Fie te IR" astfel ca a+tv e V. Atunci:

fla+tv)—f(a)=fla, + tv,a, + tv,,... a, +tv, )~ f(a,a, +tv,,..,a, +tv, )+

+f(a1,a2 +tv,,a, +tv,,..,a, +tvp)—f(al,a2,a3 +1v,,...,Q, +tvp)+...+

+ f(al,az,...,ap_l,ap + tvp)—f(al,az,...,ap_l,ap). (2)
Cum f este derivabila partial pe V, aplicand teorema lui Lagrange pe intervalele
[a,.,a, +tv,], k=1p, pentru cele p diferente din (1) rezultd existenta elementelor

c.(t)e(a,,a, +tv, )k =1p, astfel ca:

fla+rtv)-f(a)= tvl(ij(cl(t),a2 F1V,,a, + 1V, )+

1

of of

+1v, a(a1 F1V,,C, (thag +tV,e. By +V )+ v, g(al,az,ae,...apl,cp(t)) ()
2 2

Din ipoteza teoremei stim ca derivatele partiale sunt continue in a; inmultind

ambii membri din (2) cu % si trecand la limitd cu t >0, cum c,(t)—»>a, k=1p,

rezulta:

%(a): Iim}[f(a+tv)—f(a)]= i(a)vl +... +a—f(a)Vp ;

-0 ¢ 0X, oX,,

deci f este derivabila dupa vectorul v si formula de calcul a derivatei este
demonstrata.

Definitia 6. Fie f : Ac IRP— IR o functie scalara derivabild partial in acA.
Vectorul:

of P

[axl( a)... 'OX, ( )]_Zaxk( ale.
se numeste gradientul functiei f in a si se noteazd grad f(a), sau Vi(a) (a se citi
“nabla aplicat functiei f in punctul a”). Daca A=A si f este derivabild partial pe A;
functia vectoriala:

grad f = Vf = Z—ek,vf ‘A > IR, a—> Vf(a)
a1 OXy
se numeste gradientul functiei f, sau, operatorul nabla aplicat lui f.
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Daca p=2, Vf =—i+—j,iardaca p=3,Vf = —i+ —j+—K.
oxX oy oXx oy oz
Consecinta 1. Dacé f : Ac IR"— IR verificd ipotezele teoremei 3, atunci
a—f(a) =< Vf,v>.
ov

Consecinta 2. Daca A = A < IRP si f e C'(A) atunci f este derivabila dup&

orice vector v nenul pe A si %f =< Vf,v>.

Exemplul 7. Fie f : IR IR?, f(x,y)=( X”,yex”). Sa calculam derivata lui f
n (0,0) dupa un versor v=(v1,v») care formeaza un unghi de 30°cu axa Ox. Atunci

V3 J3 1

. : 1 : <
v, =co0s30° = si v, =sin30°= > Prin urmare v = [75} . In plus:
f(x,y) = ((1+x)e*,ye*), f’(x y)=(xe* (1+ y)e*”) si, conform teoremei 3:
of of 1
2 100)= 2 00w, + T 00w, =2 40)+ 2 02)=v

Observatie. Derlvabllltatea unei func’gu intr-un punct dupa orice vector nenul
implica continuitatea acesteia de-a lungul oricarei drepte care trece prin punctul
respectiv. Totusi ea nu implica continuitatea pentru p > 1.

x* ,y=0
Exemplul 8. Fie f : IR IR, f(x,y)=1{ y . Functia f nu este continu&
0 ,y=0

in (0,0) caci Iirrgf(x,mxz):i pentru m e IR’, deci nici mé&car nu are limit& (in raport
X—>! m

cu ansamblul variabilelor) in origine. Totusi ea este derivabila dupa orice vector
(u,v) e IR*\{(0,0)}, c&ci pentru v # 0

Itigg%[f((o,o) +t(uv)) - 1(0,0)] = Itigg%f(tu,tv) -2
iar pentru v=0:
[m%[f(tu,o) - f(0,0)]=0.

Propozitia 2. Fie f, g : Ac IR"— IR%si h: A - IR derivabile in acA dupa ve
IR \{0}. Atunci functiile af +Bg si hf sunt derivabile in a in raport cu v si

M(a): (ng—v(a)—i— Bg\/_g(a),

ov

@(a) = a—h(a)f(a) + gf—v(a)h(a) :

ov ov
Demonstratie. Trecand la limita cand t — 0 in egalitatile:

%[(ocf +Bg)a+tv)-(af +pg)a)]= oc%[f(a +tv)-f(a)]+ B%[g(a +tv)-g(@) si
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%[(hf)(a+tv)—(hf)(a)]:%[h(a+tv)—h(a)]-f(a+tv)+%[f(a+tv)—f(a)]-h(a),
cum Itirrolf(a +1tv) = f(a), conform observatiei precedente, obtinem concluziile din text.

Observatie. Multimea functiilor f : A ¢ IR°— IR? derivabile in acA dupa v
dotata cu operatia de adunare a functiilor si cu operatia de inmultire cu scalari din
corpul IR este, conform propozitiei 2, un spatiu liniar peste IR.

Definitia 7. Fie f : A c IRP— IR% acA si doi vectori uve IRP\{0}. Daca
existd o sferd S(ar)c A astfel ca f sa fie derivabild dupa v in orice xe S(a,r)iar

. of - y R y y .
functia — este dervabila dupa vectorul u in punctul a, notam aceasta derivata:

0%f
ovou

si o numim derivatd de ordinul doi a functiei f in punctul a dup& vectorii v i u $i
spunem ca f este derivabila de doua ori in punctul a dupéa vectorii v i u.

o°f
(a)= ().
oe;oe, OX;0X;

Analog se definesc derivatele de ordin mai mare ca doi in raport cu vectori nenuli din
IR".

2
(@), sau S—Z(a) dacd u=v
v

Desigur daca v =e,; si u=eg,, atunci

Observatia 1. Dacd |v|=|u|=1 atunci v, =cosa,u, =cosp,i=1p sunt

cosinusii directori ai versorilor v si u:
V =c0sa,e, +...+CoSa e, $i V=cosa,e, +...+CoSa e,

iar, dupa teorema 3:
a_f(x) - Zp:i(x)cosoci,x eS(ar) si

ov i OX
o°f P& o%f
VT (@)= ééaxiaxj (a)cosa; cosp; .

Observatia 2. Dacd A = A si feC?(A), atunci, conform teoremei 3,

g_f e C*(A), pentru orice v = (v,,...,v, ) e IRP{0}, iar g_f este o functie derivabild dupa
vV v
orice vector nenul u = (ul,...,up)e IR i, in acord cu teorema lui Schwarz:
2 p p 2 2
6f=z afviuJ.:af.
ovou T T OX0X, ouov
o°f

Exemplul 9. S& aratdm ca W(ll)zo, unde f(x,y)=+/x* +y? si v=(11).
Conform formulei precedente:
2
f :
2\/2 (22) = 7, (12) + 27 (12) + 7, (12), iar
of X o°f 0°f

. B y2 ) _ Xy
a—X(X,y)—W’ ox2 (X’y)_ (X2 +y2)% S ax('jy_ (X2+y2)% '
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C. DIFERENTIABILITATE

Vom extinde acum notiunea de diferentiabilitate studiatd la functiile de o
singura variabild. Reamintim ca functia f: A c IR— IR este diferentiabila in acA
daca exista o aplicatie liniard d.f numita diferentiala functiei f in a astfel ca:

f(x) = f(a) + d,f(x —a) + (x - a)o(x),0la) =
unde o: A — IR este o functie continua in a. Mai mult, f este diferentiabila in a daca
si numai daca f este derivabila in a, iar d,f(h)=f'(a)h , sau, cu notatiile de la definitia
6, d,f(h)=(Vf(a)h).

Definitia 8. Fie f : Ac IR"— IR%si acA. O aplicatie liniara d.f: IR"— IR se
numeste diferentiala functiei f in punctul a (in sensul lui Fréchet) daca:

lim———[f(x)-f(a)-d,f(x—a)]=0 e IR,

"o x -4

sau, ech|valent (notand x —a =h)
” ” [f (@+h)-f(a)-d,f(h)]=0.

in acest c& caz spunem ca f este diferentiabild in a. Daca f este diferentiabila
in orice a € A functia f se numesgte functie diferentiabila (pe A).

Observatie. Ca si in cazul p=g=1, putem reformula acesta definitie:
aplicatia d,f eL ( IR®, IR este diferentiala functiei f in a daca existd o functie
®:A— IRY continud in a cu wf@)=0 si f(x)="f(a)+d,f(x—a)+|x-alo(x) sau
echivalent, existd o vecinitate Ve, si o functie o, :V — IRY, continua in Oe IR
astfel ca:

fa+h)=f(a)+d,f(h)+|n|o,()(he V) si 0,0)=0.

Folosirea sintagmei “diferentiala functiei f in a” impune demonstrarea
urmatorei propozitii.

Propozitia 3. Daca functia f: A c IR°— IR? este diferentiabild in acA
atunci diferentiala sa in acest punct este unica.

Demonstratie. S& presupunem c& d.f si d', feL( IR, IRY) sunt diferentiale

ale functiei f in a.
Atunci'

lim-— [df —d_f(h I|m” i f(a+h)—f(a)-d,f(h)-(fla+h)-f(a)-d,f(h)]=0 (1)

h—0 || || h—-0

Luéndin (1) h=te,,t >0, unde {el,ez,...,ep}, este baza canonicé din IR” obtinem:

>l

0 =lim> [d f(te, )-d,f(te, )] = d', f(e,)-d.f(e,), adica

dJ(J=dJ(Jk=fﬁ
Prin urmare cele doua aplicatii liniare coincid: d', f =d_f.
Exemplul 10: Fie f : IR” — IR% 0 aplicatie liniara siac IR” . Atunci
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lim-+ U ” [f(a+h)—f(a)-f(h)]=0 , deci f este diferentiabild si d,f = f, pentru orice ac IR".

h—0

Prin urmare orice aplicatie liniara este diferentiabila si diferentiala ei este chiar
aplicatia liniara respectiva. in particular, dacd g : A IRP - IRY este diferentiabila in
aeA, cum d,geL (IR, IRY rezulta c&: d,(d,g)=d.g,Vbe IR,

Ne punem acum problema de a gasi o formula de calcul (in caz de existenta)
pentru d,f . Am vazut cd daca p=q=1 si f este derivabilda in a, atunci
d,f(v)=(Vf(a)v). Este acesta formula valabila si pentru p > 1(desigur g=1) in caz c&

exista Vf(a)? Existenta derivatelor partiale in a(care asigura existenta grad f(a) ) este
suficienta pentru ca f sa fie diferentiabila in a? Pentru a raspunde la aceste intrebari
vom incepe prin a prezenta cateva conditii necesare de diferentiabilitate a unei functii
intr-un punct precum si formula de calcul a diferentialei intr-un punct.
Teorema 4: Daca f: A < IR” — IRY este diferentiabild in acA atunci:
(@) festecontinuaina

(b) feste derivabild dupa orice ve IR \{0} si a—f( )=d,f(v)

) d,f(h)= Zp:ai(a)hk , pentru orice h = (h,,....,h, )e IR,

k=1 k
Demonstratie: Fie d.f € L (IR, IRY) diferentiala functiei f in a.

(a) Deoarece d.f este diferentiala lui f in a rezultd ca existd w:A — IRY,
continua in a, cu o(@)=0 si f(x)=f(a)+d,f(x—a)+|x—a|w(x)x e A. Dar df este o
functie uniform continua (vezi exercitiul 24 cap.1), iar d,f(0) = 0 deci, trecand la limit
cand x — a in acesta egalitate obtinem Ixiinaf(x): f(a); prin urmare f este continua in

a.
(b) Fie v e IR?\{0} . Din ipoteza rezults ca

I|m” i f(a+h)—f(a)-d,f(h)]=0. (1)

Punéand h_tv cute IR, cum h—0e IR rezultd t — 0 ,iar din (1) obtinem:

Itlng|| M [f(a+1tv)-f(a)-d,f(tv)] =0,

sau, echivalent:
0=Ilim> [f a+tv)-f(a)-td f(v)=lim t {1[f(a—tv)—f(a)]—daf(v)}, de unde:

t—0 | | t—0 |t|

lim |%[f(a+ tv)—f(a)]- daf(v)( =0. ()

Dar functia norma este continua; atunci din (2) obtinem:
Itim%[f(a +tv)—f(a)] = d,f(v), sau %(a) _ d,f(v).

(c) Fie h=he, +..+h e, IRP. Din liniaritarea functiei d.f si din (b) obtinem:
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p
h.d,f(e h, —
)= 2hdfle,)= 2 @) =2h, £ -(a)
Exemplul 11: Fie f : IR IR, f(x,y):x +ysi a=(00)e IR®. Cum feC”
(IRZ), deci conditiile necesare din teorema sunt indeplinite, daca f este diferentiabila in
a atunci functia liniara
L(hk)=f,(00h+f, (00k =k ¥(hk)e IR®.
trebuie sa fie diferentiala functiei f in (0,0). Sa studiem diferentiabilitatea functiei f in a
cu definitia 8:
. 1 L 1 2 B
m$ﬂmgﬁ?ff?mmpy4hkn_“Qm_Lm*ﬂ‘Jﬂkﬁ?ﬁ??h +k—k]=

2
= lim

hkaom

h2 h2
deoarece : OS— |h| =|h| — 0; prin urmare d,,f(hk)=L(hk)=k.
/h2
Observatie: Condl’gla (a) (respectiv conditia (b)) din teorema 4 este doar
conditie necesara pentru diferentiabilitate, nu si suficientd, dupa cum arata
urmatoarele exemple:

Xy .(xy)=(00)
Exemplul 12: Functia f(x,y)=1/x? +y? este continua in
0 (xy)=(00)

(0,0) caci daca trecem la coordonate polare x=pcosey=psing avem
xy—>0sp—>0 sit 0<[f(xy)<psingcosg/<p—0, mmﬁ,lm%ﬂxﬁ=0:f®p)
X,y —>

De asemenea f este derivabila partial in (0,0) si:
f(00)=lim ﬂﬁ@iﬂglzozgmp)

Xx—0

Daca f ar fi diferentiabila in origine, atunci conform teoremei 4 functia liniara:
of of
Lxy)=, 00+ 2 (00)y =0

trebuie sa fie dlferen’;lala functiei f in (0,0). Totusi f nu este diferentiabila in (0,0) caci

functia
1 Xy
fxy —L(XY)|= ——==f(Xy)= , (Xy)=(0,0)
nu are nici macar limita in (0,0). Aratati printr-o altd metoda ca f nu este diferentiabila
in origine!

2

—, y=0 R .
Exemplul 13: Functia f(x,y)=1 y Y este derivabild dupa orice vector

0, y=0
nenul, dar nu este diferentiabila in (0,0).
Tntr-adevar, daca w =(u,v) e IR?\{(0,0)}
2
o (00)_I|mi[f(tu,tv) £(0,0)]="L, pentru v = 0 si pentru v =0:
v
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aava (00)=1im> [f(tu 0)-f(0,0)]=0.

Pe de alta parte, |IIT(1)f(mX,X2)= m? deci f nu este continua in (0,0); in acord cu
punctul (a) din teorema 4 functia f nu este diferentiabila in (0,0). Aratati printr-o alta
metoda ca f nu este diferentiabila in origine.

Observatie: Dac A = A si f diferentiabils pe A atunci f e C"(A).

Dam in continuare conditii suficiente de diferentiabilitate.

Teorema 5: Fie f : A = IRP— IR%si acA. Daca existd Ve 7, astfel ca f s
admita derivate partiale pe V continue in a, atunci f este diferentiabila in a.

p
Demonstratie. Vom aréta, in acord cu teorema 4 (c), ca d,f(h)= Zaa—f(a)wk :
k=1 Xk

ceea ce inseamna, conform definitiei 8, ca ar trebui sa dovedim ca Llrrg o(h)=0, unde
—

| faeh)-t(a) - >

ko1 OX
utilizata in demostratia teoremel 3 punand h in loc de tv. Mai exact, din existenta
derivatelor partiale pe intervalul [a,a+h]c V, aplicand teorema lui Lagrange, rezulta
existenta elementelor:

c.(h)ela.a +h) k=1p astfel ca

olh)= (@h, } Tehnica pe care o folosim este similara celei

f(a+h)—f(a):hla—f(cl(hl),az +hy,ea, +h )+ +h) o = (@, +hyva, +h e (b))
OX, oX,,
S& observam ca, dacd h— 0 < IRP, atunci h, -0 , iar ¢, (h,)—>a,,k =1p si:

of
() = ||h||[ (a, +hy,endy , +h e () ay, + Ngrenr@y + hp)—T(al,...,ap)} <
k
| of of
Z‘ a(al +hy,nay g+, C(hy @, +hgena, + hp)—a(al,...,ap* -0

cand h— 0, caci ai este continud in a, k =1p. Prin urmare |Im0)(h)=0, f este
xk

diferentiabild in a si d,f(h) = Zp:f'k (a)h, , pentru orice h =(h,,....h; ) IR,

k=1
Consecinta. Daca f € C*(A) atunci f este diferentiabild pe A.
Exemplul 14. Sa calculam d,f(11) pentru functia f : IR — IR?

fxy)=(x*+y,e®) . cum f(xy)=(xe*)} f(xy)=[Le™) si £(00)=(01) ,
f,(00)=(11), iar f e C*( IR?), rezulta ca f este diferentiabila pe IR® deci si in (0,0) si:
of of
dioflv)= &(0,0)\J + 5(0,0)\/ =(0,u)+(v,v)=(v,u+v) iar dy,f(11) = (12).
Observatie. Conditiile suficiente de diferentiabilitate date la teorema 5 nu sunt

si necesare, dupa cum dovedeste urmatorul exemplu.
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x? +y?)sin
Exemplul 15. Functia f(x,y)= X +y7) X% +y?

0 X2 +y?=0
este diferentiabila in (0,0). Tntr-adevar, cum :

f(00)= Iimw _limxsin< =0 = f,(00) deci dacd exista, df =0.

Xx—0 X x—0 X

Dar:

m(x,y):#f(x,y):w/x2 +y? sin— 1 ~—0, cand x,y —» 0, deci f este
VX2 +y? X" +y
diferentiabila in (0,0).
Pe de alta parte f € C°( IRZ) , admite derivate partiale pe IR? dar ele nu sunt
continue n (0,0). Intr-adevar f/(x,y)=2xsin 12X ps 1 ~, pentru

x> +y? xP+y® X4y

1 1
2nn " 24nn
f'( ! ,LJ:—Z nt — - , deci, conform teoremei lui Heine, f! nu este
"\ 2vnn " 2Jnn "
continua in (0,0).

Observatia 1. Suntem acum in masura sa sintetizam cateva conexiuni dintre
notiunile introduse. Pentru un punct interior a al domeniului A al functiei f au loc
implicatiile:

(x,y)#=(00) si pentru sirul (( D care tinde la (0,0) (cand n— ),

| derivabilitate dupa orice
diferentiabilitate . )| vector nenul v derivabilitate partiala

Continuitate relativa la
continuitate > multimile{a+tv]t € IR} >| continuitate partiala

si nici una dintre implicatii nu este, in general, echivalenta.
Observatia 2. In calculul diferentialelor se utilizeaza pentru proiectiile pr, :

IR"— IR notatia dx, .k =1p . Reamintim c& dx, (h,,....h,)=h,,vh=(h,,...h )e IR.

Incazul p=q=1 pr, =dx si: d f= j—f(a)dx eL(IR, IR).
X
Incazul p=2 si q=1, pr, =dx si pr, =dy si, conform teoremei 4(c):
of of 2
d.,f=—(@b)dx+—I(ab L (IR, IR),
ol =, @b) ay( Jdy eL ( )
formula care reprezinta diferentiala ca aplicatie liniara. Daca (x,y) e IR? atunci

of of
danf(xy) = ™ (a,b) x + P (ab)ye IR,

formula care reprezintad diferentiala functiei f in (a,b) calculatd in (x,y). Daca f este
diferentiabila pe A=A c IR vom utiliza diferentiala totala a functiei f:
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of of

df = —dx+—dy
0 X oy
si operatorul de diferentiere:
d= 8_ dx + a_ dy ,
0 X oy

operator care asociaza unei functii diferentiabile f diferentiala sa totala df. Notatiile gi
formuldrile precedente se extind pentru orice p, q € IN”:
- diferentiala lui f in punctul a:

p
daf=) of (a)dx, eL (IR", IR%
ka1 0 X
diferentiala lui f in punctul a calculata in x=(X1, ..., Xp) :

daf () = Zp:fx'k (@x, e IR?
k=1

diferentiala totald a luif pe o multime deschisa:

p
dt=> " gy,
k=1 O X

0

operatorul de diferentiere
p
d=>" 0 dx, .
k=1 Xk
Sa consideram acum c3 f = (f,,...,f,): A ¢ IR — IRY este diferentiabild in

acA. Conform teoremei 4 (c):
b, of P of P Of
dof () =) — (@) x, = L@x , ..., Y —(a)x,),
a() ;axi()| (;axl()| ;axi()|)
deci matricea aplicatiei liniare dif € L ( IR®, IRY in perechea de baze canonice din
IRP, respectiv IR este:

of.
0= Sl
X, i=1,p
i=La
care se numegte matricea Jacobi ( sau matricea jacobiana ) a functiei f in punctul a.
Atunci:

d,f, dx,

.| =3()...

d.f, dx,
Daca p=q, notam det(ermina;\tul matricii jacobiene a functiei fin a:

_ Dif,...f,
det J,(a) D] (@)

si 1l numim jacobianul functiei f in punctul a sau determinantul functional al functiilor
f,...f,ina.

Formula de calcul a diferentialei indica faptul ca unele proprietati ale

: : .. 0 — , : . .
operatorilor de derivare partiala ol k =1p se transmit operatorului de diferentiere.
Xk
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Propozitia 4. Fief,g: A=A cIR” - IR, f,g e C*(A). Atunci:
(a) d(fg) = gdf + fdg
(b) d(af + Bg) = adf + fdg, Va,pe IR

© d(é]: L (gdf - fdg), daca g(x) #0, ¥xeA
g

Demonstratie. (a) da(fg) = iafg (@) dx, = Z(f (a)a(a)+f(a);, (a)dx,=

k=1

= g(a) Zp:fx’k (a)dx, +f(a) ig;k (@)dx, = g(a)d,f+f(a)d,g, pentru orice a < A, deci
d(fg)=f<;;l+ gdf . -

b) da(af+Bg)= Y (af;, (a)-+ By, (@), —aZf’ (a)dx, +Bng (a)dx,
=ad,f+pd,g, pentru okr:ilce aeA, deci d(af + Bg)= adf +Bdg.

© da(ij 5L )t o) o=
1

9) &9°
= | 9@ L k1@ 20, (@, 1= sl olaf ~1(a)a,g ], pentu orice

acA, deci d(ij :iz(gdf — fdg).
9) 9

Interpretari geometrice
1. Am vazut ca functia f : A — IR— IR este diferentiabild in acA daca si
numai daca f este derivabild in a, deci curba de ecuatie y=f(x), xeA ( care este

graficul functiei f ) admite o tangentd in punctul M(a,f(a)) de ecuatie y-f(a) =
=f'(a)x—a), sau , echivalent y=f(a)+ d_f(x — a).
2. Dacd f: A=A cIR® > IR, fe CY(A) si (a,b)e A atunci ecuatia:
C:f(x,y)—f(a,b)=0
are ca reprezentare geometricda o curba care trece prin punctul P(a,b). Sa
presupunem ca aceasta ecuatie se poate explicita in functie de x, adica exista o
functie g : Bc IR — IR astfel incat f(x,y) — f(a,b) = y — g(x), xeB. Atunci:

fi (ky)=-g' (x), iar f} (x,y)=
ecuatia d(ayb)f(x —a,y-b)=0 este echivalentd cu ecuatia

f, (ab)x-a)+f, (ably-b)=-g' (a)x-a)+y-b=0,

y-b=g(a)x-a)

sau
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Prin urmare ecuatia

d(a,b)f(X -a,y— b):O
f' (a,b
f’ (a,b

N—"

este ecuatia dreptei tangente la curba C in punctul P de panta m=g'(a): -

N—"

<

iar grad f(a,b)= -g'(a)i + jeste un vector perpendicular pe aceasté dreapts.

3. Daci f: Ac IR’ IR, fe C}(A) si (a,b,c)e Aatunci ecuatia:

S: f(x,y,z) = f(a,b,c) are ca reprezentare o suprafatd ce trece prin P(a,b,c)
iar ecuatia: d,,.f(x-a,y-bz-c)=0

A
z

X

sau echivalent:

n: f (abc)x-a)+f, (ab,cly-b)+f, (ab,clz-c) =0 are ca reprezentare
grafica un plan ce trece prin P, este tangent la S si are ca normala vectorul:

grad f(a,b,c) =f; (ab,c)i+f, (ab,c)j+f, (abck.

4. Sa consideram acum f: Ac IR® - IR, fe C(A). Atunci graficul functiei f

este o suprafata de ecuatie
S:z=1(xy), (x\y) €A,
suprafata care admite un plan tangent in P,(a,b,f(a,b)) ((a,b) e A) de ecuatie:

n: z-f(a,b) = Sf—x(a,b)(x —a)+ %(a, by -b)=d,,f(x—ay-b)
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Fie acum P(x,y,f(x,y)) € S si PP’ dreapta dusa prin P, paraleld cu Oz. Atunci
Qx.y, f(a,b) +d,,f(x —a,y —b)) ePP’, iar distanta de la P la Q este :

d(P.Q)= (f(x,y)-f(a,b)-d, f(x —ay—b)|.
Prin urmare relatia de aproximare:

f(x,y)=f(ab)+d,,f(x—ay-b)
este echivalenta cu d(P,Q)=0; deci, daca P este “suficient de aproape” de P ,, atunci

punctul PeS este “aproape” de punctul Q € & si valoarea f(x,y) este aproximativ
egala cu valoarea in (x-a, y-b) a polinomului de gradul intéi f(a,b) + d(anf.

>

T 0

7 A

e Pi(xy0)

2 2

Exemplul 16 . Fie f: IR? - IR, f(x,y) = x7+y7 Ecuatia f(x,y) = (1, \/5),

2 2

sau echivalent: 7+y7 = 1 are ca reprezentare grafica o elipsa de semiaxe V2 Si

2, iar ecuatia: d(xm) f(x-1, y-\/§) = 0, este echivalenta cu \/E(x -1) +\/§(y -\/5): 0,

sau cu ecuatia X +y = V2 +1 si are ca reprezentare o dreapta de panta m = -1
tangenta la elipsa in P(1,4/2); vectorul grad f(1, v/2) =+/2 ((i+]) este perpendicular

e aceasta dreapta.
p p Ay

Vi@ 2)

51



f(%,%,\@), unde

Exemplul 17. Ecuatia f(x, y, z) =

2 2

f(xy z)=x+ y7+% are ca reprezentare grafica elipsoidul de ecuatie

2 2

X2 + y7+% =1 (de semiaxe 1, 2 si 3), iar ecuatia :

d
3

]f(x—i —%,z—\/ﬂzo, sau

ﬁ

&

ﬁ\

T
( ] (y_i}ué(z —\/5): 0, reprezinta un plan tangent la

2 - 1-
elipsoid in P( ] grad f([ Sj —i+—]+ —~_k este un vector
V3’3’ NERNE] J_

perpendicular pe acest plan.

Exemplul 18. Dacad f:(0,0)x(0,2nr)—IRx IR-{0,0)} f(p,c)=(xy)
undex =pcoso si y=psinc, este functia care realizeaza trecerea la coordonatele
polare, atunci:

coss -psinc) . D(xy)
3,(p,0)= , =p.
(p.o) (sinc pCOSGj o D(p,c) P

Desigur f este inversabild si f*(x,y)=(p,c) , unde p=+x +y°> si

c= Arctgx . Atunci :
X

X y
Uy x4y - Dlpo) _ x*+y* 1

_ D(x, 3 '
2 yz 2X (Xy) \I(X2+y2) P

X? +y X +y?

Ja(xy)=

D. DIFERENTIALELE $I DERIVATELE FUNCTIILOR COMPUSE

In continuare vom arata ca, in caz de diferentiabilitate, diferentiala compusei
a doua functii compozabile este compusa diferentialelor celor doua functii.

Teorema 6. Daca functia f : Ac IR” B IR%este diferentiabild in aeA, iar

g:B—> IR este diferentiabila in b=f(a)e B atunci gof : A—> IR este diferentiabila in a
Si:
da(g ° f): df(a)g od,f
Demonstratie. Deoarece f este diferentiabila in acA existé o : A— IRY astfel
ca:
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lima(x)=0 si f(x)=f(a)+d,f(x—a)+|x - a| a(x) (1)

X—a

Cum g este diferentiabila in b=f(a)eé exista p : B— IR astfel ca:
limp(x)=0 si g(y)=glb)+dygly —b)+[y—b|-Bly) 2)
Punand in (2) y=f(x), din (1) rezulta ca:

gof (0= gof (a)+d,g [d,f(x - a)+ [x —a] - alx)] +|d,f(x — @) + [x ] - alx)| - B(y) =

= geof (a)+d,god,f(x-a)+ [x - al- 8(x), unde pentru x=a:

[~ ala, (0 00) + [ 10~ @)+ fx — o] -ax)|- B ©

8(x)=

HX a

Mai trebuie sa dovedim ca lim S(X) =0. Folosind inegalitatea triunghiului in (3)

X—a

obtinem:

o) <d,g <<a<x>>||+ux+a” IBey)| [ - @)+ Jx - a - Joo0)] @)

Dar dof € L (IR”IR% si dyg € L ( IRYIR"); folosind inegalitatea de la exercitiul 14,
cap.l, rezulta ca:

Jo.tx—a)| (3, (@) [x—a] si [dg(aba)) <[5, @) -|ex) ©
Atunci din (4) si (5) rezulta ca:
0= [8x)] <3 o) - Jox00] + o] - [BCFCN] + |3, @] - [BeFCe] — 0,

pentru x—a ( caci a(x) - a(a)=0,p(f(x)) > p(b) = 0).
Prin urmare lim 9(x)=0, gof este diferentiabila in a si d (g f)=d,god,f.

X—a

Consecinta 1. Jgf (a) = Jg (f(a)) - Jr (@), caci matricea aplicatiei liniare da(g of)
este Jg.f (@), iar matricea aplicatiei liniare dsxg o daf este produsul Jq (f(a)) - Jr ().

Consecinta 2. Dacap=q=r,f=(f1,. fp), 9 =(01,....0p), 1ar gof = (hy,.. hp),
atunci:

Olly) gDl gp)(f<a>>- ol f"))-<a>

D(Xy,..., Xp) D( AERLED yp)

.....
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diaf ™ o daof = 1. i daf o diaf = 1., si aplicatia liniara daf € L (IRP, IRP) este
inversabila; deci matricea J; (a), este de asemenea inversabila si (daf)‘lzdf(a)F Y

Dl\g.,...,
3(@) = (1 (2) L, iar H@@): off K l )

Dixl,...,xpi

Formulele obtinute ne indica modalitatea de derivare partiald a functiilor
compuse.

Exemplul 19. Fie h(t) = f(xa(t),....., Xp(t)), unde x1,....x, € C*(IR) si f € C*(IRP).
Atunci notand g(t) = (x1(t),....xp(t)) € IR, t € IR rezultd ca h = fo g, iar din consecinta
1, Jy =JfJg sau:

Xl
'

X
h=(f .5, ..f)|. 7 |, deci

'
XP

' ! ’ ’ ’
h'=xi fi, + x5 £

Exemplul 20. Daca p=2, q=2 si r=1 si w(x,y)=g(u(x,y),v(x,y)), unde u, v si g
sunt diferentiabile, atunci notand f(x,y)=(u(x,y),v(x,y)) rezultd ca w=g o f si din

. . o Uy
consecinta 1: J, =J,-J;. Deci: (WXWy)=(gugv vV

X y

Prin urmare:

W =Uu', g, +V', g, Sl Wy =uy,g,+v, g,

in particular, dacad w(xy)=g(x?+y2,(x+y)e*”) sa calculdm d,w(L0) .
Deoarece :

dooWw (10)=w", (0,0)dx(L0)+w", (0,0)dy(10)=w", (00) , iar

w', (x.y)=2xg', (x2 +y?,(x + y)e”y)+ e[+ x+y)g, (xX* +y?,(x+y)e ™)
rezulta c& d,w(10)=g,(00).

Exemplul 21. Daca p=2, g=3, r=1 si h(x,y)=g(u(x,y),v(X,y),w(x,y)), u, v,w si g

diferentiabile, atunci notand f(x,y)=(u(x,y),v(x,y),w(X,y)) IR® urmeaza ca h=gof
este o functie diferentiabila si:

J, =3, - J;, adica:
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(hlx h'y):(g'u guv guw) le Vly
W, W
Prin urmare:
oh _oudg ovog owdg | si oh _dudg 0ovaog ow og
OX OXou OXov OX ow oy o0you o0yov oy ow

Fie, in particular, h(x,y)= g(x2 FY3 X -V, X+ y) si geC(IR%. S& calculam
di.h. Deoarece d, h=h" (01)dx+h', (01)dy, iar

b, (xy)=2xg, (uv,w)+g, (wv,w)+gd, (uv,w) si

h, (xy) = 2yg, (Wv,w)+g, (uv,w) + g, (uv,w), unde u=x*+y>, v=x-y,
w=x+y, atunci:

deah=lg, 1-11)+g,, L-11)dx+[2g', (1-11)-g', (1-11)+g', (L-L)ldy .
In punctul (1,1) aceasta aplicatie liniara are valoarea:

doyh(11)=2g,, @-11)+ g, 1-11)].

Exemplul 22. Fie f(x,y) = g(u(x,y)v(xy)) unde u,v,g € C?( IR?).

2

Sa calculam . Conform formulelor cunoscute de la exemplul 20

oxoy
f'.=u,d,+v', d,. Deoarece g, si g, sunt functii de x si y prin intermediul functiilor
u si v, derivatele partiale ale acestora se calculeaza dupa aceleasi formule. Prin
urmare:
£y = Uyl + Ul (gleu) +lvy )+ Vg, +vilgluy + gtV ),
sau tindnd seama de teorema lui Schwarz:

[
fxy_uxy

!

g, +v'x’yg’v +u’xu;g[:2 + (u'xv; +u;v'x)gﬂv +V, vygcz.
E. FUNCTII OMOGENE iN SENS EULER.

Vom prezenta aici o aplicatie a formulelor de derivare ale functiilor compuse
concretizata Tn identitatea lui Euler.

Definitia 9. Functia f : Ac IR? - IR se numeste functie omogena ( in sens
Euler ) pe A daca exista melR astfel incat pentru orice xeA si t>0 pentru care txeA:

f(tx) =t™ f(x).
Numarul real m se numeste gradul de omogenitate al functiei f. Mai spunem ca f este
omogena de grad m.

Exemplul 23. Fie f: IR® 5 IR, f(x, y, 2) = %/x3 —3x°y+y®. Desigur, pentru
orice t > 0, t(x, y, 2) = (tx.ty,tz)e IR® si f(tx, ty tz) = t¥*f(x,y,2), oricare ar fi (x,y,z)IR®,

Prin urmare functia f este omogena pe IR® avand gradul de omogenitate m= %

Exemplul 24. Fief: Ac IR? > IR, A ={(x,y)e IR? | x - y > 0} si f(x,y) = inX.
y

Deoarece pentru orice t > 0 si (X, y) € A:
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(tx,ty)e A si f(tx,ty)=f(x,y)
rezulta ca f este omogena cu gradul de omogenitate m = 0. Sa calculam expresia

E = xfy + yfy. Cum fy(X,y) = 1 sify(x,y)=- L rezulta ca E = 0.
X y

Propozitia 5. Fie f e ct@), AcIRP, o functie omogena cu gradul de
omogenitate m. Atunci f; este o functie omogena cu gradul de omogenitate m-1,
pentru orice ke {L.....,p}.

Demonstratie. Fie t > o pentru care tx=(tx,...,tx,) € A, Atunci
f(txl, ..... X ) = tmf( .,xp). Aplicand operatorul de derivare partiala ai obtinem:

Xk
tf,, (txl,....,txp)ztmfx'k (xl,.... X ) , deci fx este omogenda cu gradul de

'p
omogenitate m-1.
Consecinta. Daca functia f € C"(A) este omogena de grad m, atunci orice
derivata partiald de ordin n este o functie omogena de gradul m-n.

Propozitia 6. Fie f : A IR® - IR de clasa C. Conditia necesara si
suficienta ca f sa fie omogena de grad m este ca:

L]

pentru orice X=(X,,...,X, )€ A.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca f este omogena de grad m. Fie

X = ( Xy, xp )eA fixat ~si  functile definite  prin: vy, (t)=tx,k=1p,

)= fly,(t ) Cum f este omogena de gradul m rezulta ca:

F(t) = tmf(x). (1)
Desigur Fe C*(D), unde D= {t>0|tx € A}. Din (1) , prin derivare, obtinem:

F'(t)= Z ViR (2 (0)... y, (1) = mt™ 4 (x),
adica:
Zp:xkfx’k (txy,...,tx, ) =mt™(x) )

Dar f, este, conform propozitiei 5, o functie omogena de grad m-1, deci

p
i (b, ) = t™ 7 (x); atunci din (2) urmeaza ca ) x,f' (x) = mf(x).
k=1
Suficienta. Presupunem acum ca functia f are proprietatea:

fo f(x), vx = (xl,..,xp)eA (3)

Fie xeA flxat, D= {t >0|tx € A} si:
¢:D—> IR, o(t)=t™f(tx)
Desigur ¢ este derivabila pe D si

OO="T()+ tiz (1) -, - 4)
k=1
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Din (3) si (4) obtinem:
1 p
¢ (1) = tm+1f(tx) tmﬂthkf;k (tx)= - o M t(tx)+ (tx)=0.
k=1

Deci exista Ce IR astfel ca ¢(t) = C, pentru orice t € D. Atunci C=¢(1)= f(x)= t™f(tx),
adica: f(tx) = t™f(x); in consecinta f este o functie omogena cu gradul de omogenitate
m.

Notatii. Sa notam:
)
. 0
X
; axk (; ‘ axkj
operatorul de ridicare formal& /a puterea intai care atageaza oricarei functii f de clasa
C' pe A c IR functia:

P of
Zxk—
k=1 an
Notam cu:
@ 5, 5
= XX, ———
[; kOXkJ .Z‘,Z‘ ' Ox,0x,

operatorul de ridicare formal& /a puterea a ll-a care atageaza oricarei functii f € C3(A)
functia:
p P

PR 6x OX,

i=1 j=1
si in general cu:

(n)
p *
[Zxkij , nelN
o OX,

operatorul de ridicare formald /a puterea a n-a care ataseaza unei functii feC"(A)
functia:
o"f
ZZ z S i —
R " OX; OX; .0

i=li=1 iy=
Observam ca dacd f e C'(A) este o functie omogena de gradul m, atunci, conform
propozitiei 6:

()
p
[Zxk i} f =mf.

Aceasta formula admite o generalizare pentru functii de clasa C" pe A, pentru orice
nelN’.

Teorema 7 (identitatea lui Euler). Daca fe C"(A) (ne IN*) este o functie
omogena de grad me IR atunci:

o 5\
> x—| f=mm-1).. (m—n-+1f *)
o OX,

Demonstratie. Vom arata identitatea (*) prin inductie matematica. Pentru

n=1 ea este adevarata, conform propozitiei 6. Acceptam ca (*) este adevarata pentru
n-1, deci:
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b (n-1)
g:(zxkij f—m(m-1)..(m-n+2) ®

Dar:

. o o
Era) -(Ena) o ®

o OX

Din consecinta propozitiei 5 rezulta ca g, care este o combinatie liniara a derivatelor
partiale de ordin n-1 ale functiei f, este o functie omogena de grad m-n+1; aplicand
din nou propozitia 6, din (2) rezulta ca:

0 5 (n)
— | f=(m-n+l)g,
(kZ_lle axkj ( )9

lar din (1) rezulta (*).

X+Yy
z

g=xf, +yf +zf; + X", + yzfy'; + zzfz”z + 2(xyfx"y +yzf], +zxf,, )

Exemplul 25. Fie f(x,y,z)=+/x In +4y+2Z Si

Sa calculam g(1,1,1).

Deoarece f e C?((0,00)x (0,00)x (0,0)) si f(tx ty,tz)=t 2 f(x,y,2), pentru orice t>0 rezult

ca f este o functie omogena de grad m:%. Din teorema precedenta deducem ca:

xf, +yf, +zf; :%f si

1
2¢n 2¢n 2¢nm " " "

X +y L + 271 + 2(xyfXy +yzfy, + zxfzx): _Zf.
Prin urmare:

g(111) = %f(lll) - %(InZ +42)

F. DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

Fie f : A c IR"® » IR o functie diferentiabil& in punctul acA. Diferentiala
functiei f in punctul a se mai numeste diferentiala de ordinul intai a functiei f in
punctul a. Ne propunem aici sa introducem, ca in cazul derivatelor partiale ori a celor
dupa vectori, diferentiale de ordin superior pentru functia f in punctul a.

Am constatat ca derivatele de ordin superior se obtin prin derivarea celor de
ordin mai mic. De exemplu, daca derivata partiala f; este derivabila in punctul a in

raport cu variabila x; atunci

0% @) G (ﬁ](a)_

OX;0X; =8xj 8_x|
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in schimb daca f este diferentiabila in a atunci d,f este o functie liniara si

d,(d,f)=d,f ( vezi exemplul 10 ) pentru orice b e IR . Prin urmare, in acest context,

folosirea sintagmei “derivata derivatei de ordin intai este derivata de ordinul al doilea”
este perfect justificata, pe cand — subliniem din nou — Tn acest context, expresia
“diferentiala diferentialei de ordinul intai este diferentiala de ordinul al doilea® nu are
acoperire logica.

Pe de alta parte, daca f este diferentiabild pe A putem considera functia:

df: AxIR? - IR% (x,h) > d f(h),
deci functia care asociazd cuplului (x,h) e A x IR diferentiala in xeA a functiei f

calculata in he IR (adica o functie de 2p variabile ); fixand he IR obtinem restrictia
acestei functii:

df(h): A > IRY x—dyf(h),
restrictie care ne permite sa introducem diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in
a.

Definitia 10. Fie f: A c IR — IRY o functie diferentiabila in punctul acA.
Dacé pentru orice he IR functia:

df(h):A— IR? ,x — d, f(h) *)
este diferentiabila in a spunem ca f este diferentiabila de doua ori in a, iar diferentiala
acestei functii calculata in he IR, d_(df(h))h) se noteaza cu d?f(h); functia

d?f: IR® — IRY, h — d%(h)
se numeste diferentiala de ordinul al doilea ( diferentiala a Il —a ) a functiei f in
punctul a.

Teorema 8. Functia diferentiabild f: A — IRP — IRY este diferentiabils de

doua ori in punctul acA daca si numai daca derivatele partiale de ordinul intéi ale lui f
sunt diferentiabile Tn a. In acest caz:

-3y O (a)dx,d

= ajdx.dx;.

: ; ; OX;0X; o

Demonstratie. 1. Daca f este diferentiabila de doua ori in punctul a aplicatia

(*) este diferentiabild si pentru h=e,, i=1p, adicd aplicatia x—>dxf(ei):aﬂ(x)
Xi

(care este chiar functia f; ) este diferentiabila in a, conform definitiei 10. in plus:

. (df(h))k) d{pf j )=§p: (if;’ixj(a)qijkj, deci:

i=1 =1 i=1
d @b -3 3 T (ah 1
22 5o @K (1)
pentru orice h = (h,,...,h ) k= ( ) IRP. Punand h=k obtinem diferentiala a ll-a
a functiei f in a calculata in h:
P p f
dxf(h) =2, (@hh, 2)

T T OX0X,
sau folosind functiile proiectii dx,,i=1p, cum dxdx;(h) = dx;(h)dx;(h) =hh,,ij=1,p,
din (2) obtinem diferentiala a Il —a a functiei f in a:
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dﬁfzzp: Zp: o'f (a)dx,dx; (3)

1 1 OX0X;

2. Daca derivatele partiale de ordinul intai sunt diferentiabile in a, atunci
pentru un h:(h hp)e IR? arbitrar, dar fixat, combinatia liniar:

df(h)= — o h, +..... + 2 —h,

0X, 8

este de asemenea diferentiabild in a, adica functia (*) din definitia 10 este

diferentiabild in a, pentru orice h e IR®; in consecint, f este diferentiabild de doud ori
in a.

Observatii gi notatii. In cazul in care q = 1, formula (1) defineste o forma
biliniara a carei matrice este:

H, (a) = [ af;xj (a)lj=lp

numita hessiana functiei f in punctul a. Tn cazul in care f € C?(A), conform teoremei
lui Schwarz, hessiana functiei f in punctul curent x € A, Hi(x), este o matrice
simetrica gi, in acord cu teoremele 8 si 5, functia f este diferentiabila de doua ori in

orice X € A; in acest caz, formula (2) indica faptul ca dazf este o forma patratica
pentru orice a € A (adica un polinom omogen in sens Euler, cu gradul de
omogenitate m = 2). Prin abuz de limbaj vom spune ca dazf data de formula (3)
este o formé pétratica in proiectiile dxx,.....,dX; .

2. Notam cu:
d= Z—dxk =idxl +idx2 +...+idxp
1 OX, OX, OX, oX,,

operatorul de diferenfiere care asociaza unei functii diferentiabile f diferentiala sa
totala:

df:a—fdx +— o dx, +.. +8—fdx
OX, OX, oX,,

Acest operator ne permite sa dam o regula formala de calcul a diferentialelor de
ordin superior.
Operatorul diferential de ordinul al doilea:

(@)

P

d* = idx1+...+idxp :ZZ—dx dx,
OX, oX,, i1 11 OX0X;

reprezinta ridicarea formala la puterea a doua a operatorului d si asociaza unei
functii f € CZ(A) diferentiala sa de ordinul al doilea in punctul curent x € A:

df= —dx,d
.Z;,Z;axax e

in general, operatorul diferential de ordinul n < IN:
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(n)
d”=[idxl+...+idpr =Z Z X, ...dx;

OX, oX,, =
inseamna ridicarea formala la puterea a n-a a operatorulw d si asociaza unei functii
f € C"(A) diferentiala de ordinul n (diferentiala a n-a) a functiei f in punctul curent
xeA, adica:
d'f _Z Z X ..dX;
i=1
Cum proiectiile dxl,...,dxn sunt func’;ii liniare, rezulta ca:
(dx, ....dx, Jth)=t"h, ..h, sid,"f(th)=t"d,"f(n),
pentru orice h e R si orice t > 0; deci pentru q = 1 diferentiala de ordinul n a functiei f
in punctul a € A este un polinom omogen in sens Euler in proiectiile dx,,...,dx,, cu
gradul de omogenitate m = n, sau forma n-ara.
3. Pentru calculul diferentialelor de ordin superior de multe ori este de
preferat sa utilizam o regula de calcul formal care rezultad din definitia 10 si teorema
8. De exemplu, daca f € C*(A) obtinem diferentiala a Il-a in punctul curent x € A

astfel:
- calculam diferentiala totala df;

- consideram in df proiectiile constante (deci d(dx) =0, i=1p) si diferentiem df:
p 2
d(df) = d(ZfX'dxiJ 3 (df; pix, = Zza—fdx dx, = d?f.
i=1 i=1 J= l

Dacéa fe C3(A) pentru caIcquI diferentialei a Ill-a procedém la fel: in d*f consideram
proiectiile constante si diferentiem:
p

p P
d( x,dx.)= fex px;dx;= 4dxdx dx, =d*f
;;ax X, . ;;( )j ,lejzl“kzl‘ OX, 00X, “
Analog pocedam pentru calculul diferentialelor de ordin n>3.
Exemplul 26. S& calculam d*eo)f pentru functia f(x,y) = x?e” + y?e*. Cum

(2) 2 2
d*f = idx+idy -9 zdx o1 +2 Zdyz, iar f!(x,y)=2xe’ +y?e*,
OX oy X 8x6y 8y
f",(x,y)=2¢e" +y’e*, fr,(x,y)=2xe” + 2ye*, f/(x,y)=x%€e’ +2ye*,
o (x,y)=x%e¥ +2e*, obtinem diferentiala a ll-a in punctul curent:

d*f = (2ey +y2ex)dx2 +4(xey +yex)dxdy+(x2ey +2ex)dy2 si d’pof = Z(dx2 + dyz);
prin urmare d*0)f este o forma patratica pozitiv definita.

Exemplul 27. Sa calculam, cu ajutorul procedeului formal descris mai sus
d"wof(x,y) pentru neIN*, unde f(x,y)= x* + 2xy? — y? +1. In diferentiala totala :

df = 3x°dx + 2y?dx + 4xy dy — 2y dy
consideram x,y variabile, iar dx, dy constante si diferentiem. Obtinem:

d?f = 6xdx? + 4y dx dy + 4y dx dy + 4x dy? — 2dy? = 6xdx? + 8ydxdy + (4x — 2)dy>

Prin acelasi procedeu:

d*f = 6dx> + 8dxdy? + 4dxdy? = 6dx® +12dxdy? si d"f =0, pentru n > 4. Prin
urmare cum dx(x, y) = x si dy(x, y) =y, rezulta ca:
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dupf(xy)=3x+2y+4y-2y=5x+2y , d’af(xy)=6x"+8xy+2y*
d*wyf(x,y)=6x%+12xy? si d"wyf(x,y)=0 pentru n> 4.

Exemplul 28. S& determinam hessiana functiei f(x, y) = In (x + y) in punctul
curent (X, y) € IRy x IR, prin intermediul diferentialei a Il-a calculatd formal.

Deoarece : d?f = f",dx* + 2f; ,dxdy + £, dy?, pentru a determina H,(x,y) avem
nevoie de coeficientii functiilor dx?, dxdysi dy*> . Cum df _ dx+dy , iar
X+Y
? 1 1
d’f :—M rezulta ca: Hf(x,y):—%( ]
(x+y) (x+y) 1 1

G. ELEMENTE DE CALCUL DIFERENTIAL iN TEORIA
CAMPURILOR

Fie spatlul vectorlal euclidian IR® raportat la sistemul ortogonal de axe Oxyz
cu versorii i, j, k (sau IR? raportat Ia sistemul ortogonal de axe Oxy, cu versorii i,
j)- Reamintim c& o functie f: A ¢ IR® 5 IR se numeste cdmp scalar (cazul p=3, g=1)
iar o functie vectoriala de componente scalare P, Q, R (cazul p=3, g=3) notata
V—Pi+Q]+RE' (P, Q, R: A - IR) se numesgte cdmp vectorial (vezi definitia 14,
cap. 1) vom scrle uneori f(x, y, z)=f(M)=f(r), respectiv V(x y, 2) = V(r) = V(M)
unde r = xi + yj + zk este vectorul de pozitie al punctului curent M(x, y, z), (X, Y,

z)eA; r va desemna norma vectorului T, adicd r=+x*>+y*+2z°; prin abuz de

limbaj si notatie identificdam multimea vectorilor din IR® cu IR de asemenea vom

scrie uneori M(x, y, z) €A in loc de (x, y, z)eA. Daca f e C' (A) este un camp scalar

atunci grad f = Vf = ?i %fj+ S—fE este un camp vectorial asociat campului scalar
X z

f. in plus notand cu d¥ =dxi +dyj + dzk diferentiala vectorului T,
df :8—fdx+a—fdy+a—fdz vf.dr,
OX oy 0z
adica diferentiala totala a campului f este egala cu produsul scalar euclidian dintre
gradientul campului f si diferentiala vectorului de pozitie. In continuare vom introduce
si alte cdmpuri scalare si vectoriale asociate unor campuri si vom analiza unele
proprietati ale acestora .

Campuri scalare

Fief: AcIR® > IR un camp scalar. Un asemenea camp se mai numeste
cédmp stationar. (cum ar fi spre exemplu potentialul unui cadmp electric, campul
presiunilor in punctele unei pl&ci, ori campul temperaturilor unui corp). In unele
probleme practice se considera campuri scalare de patru variabile x,y,z,t, cea de a
patra indicand timpul in punctul M(x,y,z); asemenea campuri se numesc campuri

nestationare. In cele ce urmeaza vom analiza doar cAmpurile stationare.
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Definitia 11. Fie (a,b,c)e A. Locul geometric al punctelor M(x,y,z)eA care
verifica ecuatia:

S: f(x,z,y)=f(a,b,c)
se numeste suprafata de nivel (respectiv, pentru p=2, C:f(x,y)=f(a,b) — curbd de nivel)
care trece prin M, (a,b,c) ( respectiv M, (a,b))eAc IR?).

Dacd §=M,M, este un versor, unde M,(a,b,.c,) e IR iar M(x,y,z) este
punctul curent din A situat pe segmentul (MO,M], atunci limita:

= gim TM)=fMo)
mz'\'\"/lg'\"ﬂ d(M’MO)

daca exista, se numeste viteza de variatie in M, a cdmpului f dupé directia s.

A ; VHM,)

Sa remarcam ca daca versorul s are cosinugii directori cosa, cosp, cosy,
atunci M(x,y,z) (M,,M], dac& si numai daca:

X=a+t cosa, y=b+t cosp, z=c+t cosy, d(MO,M]:t siM -M,< t—0. Atunci:
I = lim %[f (a+t cosa, b+t cosp, c+t COSy)-f(a,b,c)]:S—E(a,b,c),
- s
deci viteza de variatie a cdmpului f in M, dupa directia s coincide cu derivata functiei
f in (a,b,c) dupé vectorul s; vom folosi notatiile
a—i(a,b,c): (ﬂ coso + 2" cosB+a—f cosy)(M,)=grad f(M,)-S=Vf-5 (M,).
0s OX oy 0z

" 3 . . . .. . .
Deoarece in IR™ produsul scalar dintre doi vectori coincide cu produsul normei unuia
dintre vectori cu norma proiectiei celuilalt, putem scrie:
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S—i(a,b,c):”gradf(a,b,c)”cosﬁ, unde / este unghiul dintre gradf(a,b,c) si s.
S

Dacé Vf(a,b,c)#0 atunci directia S dupé care derivata S—i(a, b,c) are valoare maximé
s

se obtine pentru ¢=0:
of
max —(a,b,c)=|grad f(a,b,c),
ax L (abc)=[grad fab.c)
adica s are directia si sensul gradientului lui f in (a,b,c); altfel spus viteza de variatie
a cédmpului f in M, este maxima dupé directia gradientului in acest punct..

S& mai remarcam ca daca f este diferentiabila in (a,b,c)eA atunci ecuatia:
dpof(x—ay-bz-c) =Vf (abc) -d ¥ (x-ay-bz-c) =0 este ecuatia

planului tangent in M, (a,b,c) la suprafata de nivel ce trece prin M,, iar gradientul
campului f in M, , daca Vf(a,b,c)=0, este un vector normal al acestui plan.

Campuri vectoriale

Fie V(x,y,z)=P(x,y,2)i+Q(X,y,2)j+R(x,y,2k un camp vectorial
V:AcIR’>5IR®. Un asemenea camp (cum ar fi cdmpul magnetic, campul electric,
campul vitezelor in punctele unui corp in miscare etc.) se mai numeste camp
vectorial stationar.

Definitia 12. Numim linie de camp a campului v o curba din A in punctele
caruia vectorul v este tangent la aceasta curba.

Exemplul 29. Daca v reprezinta un camp electric al unei sarcini punctuale,
linile de camp ale acestuia sunt reprezentate de razele care pornesc din punctul
sursa; in cazul campului magnetic generat de un magnet, liniile de camp sunt curbe
care pornesc de la un pol la celalalt; liniile de camp ale campului stationar al vitezelor
unui fluid aflat in curgere reprezinta traiectoriile de miscare ale particulelor fluidului
(liniile de curent).

Observatia 1. Fie V=Pi+Qj+RK : AcIR°> IR® si T:x=x(),y=y(),
z=2z(t),t el, ocurba situatd in A reprezentata parametric. Conform definitiei 12,
curba I este o linie de camp daca functile x, y, z sunt derivabile iar
T=x'@)i+y(t)j+z(t)k este tangent in punctul M(x(t), y(t), z(t)) la T, t e |, adica :

Vvxdr=0 (ecuatia vectoriald a liniilor de camp) sau d_x:ﬂ:(ilq_z (ecuatiile

P Q
diferentiale ale liniilor de camp).
Observatia 2. Fie s un versor si Mg(a, b, c) € A. Atunci derivata campului v

in punctul My dupa directia s este :
ov oP - 0P - 0P =
— (M) =—(M,)i +=—(M,)j+—(M,)k
a§( o) a§( o) a§( 0)] a§( o)

iar in punctul curent al domeniului A, cand v e C'(A):
ov oP: o0P- 0P
—=—i+—=j+—=Kk
0s 0s 0s 0s
. 0: 0-: O0¢

sau, folosind operatorul V=—i + —j+—Kk,

ox o0y o0z
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8v
\Y%
FEL A

Definitia 13. Fie Ve C*(A) si MoeA. Scalarul :

L oP 0 oR
aveMy)= (o) + S22 (0,

sau, cu operatorul lui Hamilton, VV(M,) , se numeste divergenta campului

V=Pi+Qj+Rk in Mg € A, iar campul scalar definit in punctul curent din A prin :

divv VV:aP 6Q+_ se numeste divergenfa campului v pe A .
oxX o0y 0z
Vectorul
oR 0Q oP OR 0Q oP
rotv(M —_— ——-—1M —_Z_|(M))k
(Mo) = (ay J( )i (az | Mo ( s )( o)

se numeste rotorul cémpulw Vv in Mg , iar campul vectorial definit in punctul curent
din A prin rotv _(—R——J +(@—ﬁ]]+

0 0Q

oy 0z

0z OX

0Q oP

0X

———jk se numeste rotorul
oy

cédmpului v pe A . Folosind din nou operatorul “nabla” si definitia produsului vectorial
putem scrie simbolic :

i i k
otv=vxv=_ 2 2
oX oy 0z
P Q R

Campul vectorial se numeste solenoidal daca divv=0 pe A; daca
rotv =0 pe A spunem cd V este un camp irotational. Dacéa existd doud campuri
scalare & € C*(A) (A neconstant) si F € C?*(A) astfel ca V=Aigrad F spunem c3 v
este un camp biscalar. Mentionam, fara demonstratie, urmatoarele teoreme:

Teorema 9. Campul vV e C*(A) este solenoidal dacd si numai daca exista
W e C*(A) astfel ca vV =
solenoidal v.

Teorema 10. Campul v este irotational daca si numai daca exista un camp
scalar ¢ € C?*(A) astfel incat v =grade. Campul ¢ se numeste potential scalar al
campului irotational Vv .

Observatie. A determina campul ¢ este echivalent cu a rezolva sistemul
¢, =P,9,=Q,0,=R; cum vV-dr =grade-dr =d¢, se poate arata cd daca (a,b,c)
€A atunci :

v

rotw . Campul w se numeste potential vectorial al campului

X y V4
o(x,y,z)= J.P(x,y,z)dx + jQ(a,y,z)dy + IR(a,b,z)dz +K,
b c
unde K este o constanta arbitrara.
Definitia 14. O suprafata generata de linii de cdmp ale unui cdmp vectorial
se numeste suprafatd de camp.
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Teorema 11. Fie v e C*(A). Atunci :

(a) v este biscalar daca si numai daca v -rotv =0

(b) daca v este biscalar si v =2Agrad F atunci suprafetele de ecuatii F = k
sunt ortogonale pe liniile de camp.

(c) daca exista o familie de suprafete Sk (k € IR) ortogonale pe liniile de
camp ale campului v, atunci v este irotational sau biscalar. i

Exemplul 30. Vectorul de pozitie r este irotational si divr = 3. Intr-adevar :

I
=]

rotr =Vxr =9 0 0

sidivi =vT =X, oY, 02 _
oxX 0y 0z
Observatie. Daca f, g C(A) sunt doud campuri scalare si Vv,w e C!A)

sunt doua campuri vectoriale, regulile de derivare studiate se transmit operatorului V
astfel:

0.

(a) grad(af +Bg)=V(af+pg)=aVf+pVg=agrad f +Bgrad g
(b) div(aV +BW)=V(aV +PW)=a VV + BVW = adivV + Bdivw

(c) rot(aV +BW)=Vx(aV+BW)=o(VxV)+B(VxW)=arotV + frot w

(@) (ot +pg)=(sV)(of + pg) = a (V) + (s V)g=a Tt +p 22
O (v 8w — (59Ut 4 B = (ST 4 85 Ot — o OV g OW

(e) —(aV +pW)=(5V)(aV +PpW)=a(SYNV +BE V)W=0a — +p—
os os ' 0s

(f) grad U(f) =V (U(f))=U'()Vf =U'(f)grad f

) rot(fV)=Vxfv=VixV+f(VxV)=gradfxV +f-rotv
pentru orice a, P € IR, orice vector S =0 si orice functie U : B = f(A)  IR>IR
UeC(B).
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Regula sagetarii (operatorul V aplicat unui produs).

Am vazut ca daca f, g € C*(A) atunci:

V(fg)= gVi+fVvg.
Remarcam faptul ca in urma aplicarii operatorului V produsului de campuri scalare
obtinem o suma ai carei termeni sunt:

gVf ,sau V(fg), unde g este considerat constant si

fvg ,sau V(fg), unde f este considerat constant ,
sau, daca marcam cu o sageata campul considerat variabil :

" ’
V(fg):V£f9j+V(fgj.
Practic aceasta constatare este aplicabila oricaror produse (corect definite!) de

campuri si este numita regula sagetarii ; ea ne permite sa calculam, fara a memora,
gradientul, divergenta, respectiv rotorul unor produse, tindnd seama de dublul

caracter al operatorului V = ii + ij + ik : cel vectorial si cel diferential.
oX o0y 0z

Exemplul 31. Daca f,v sunt campuri de clasa C*, atunci :
" .
V(fv)= v(fv] + v(fv] = (Vv +fVV,
" .

deci div(fV)=(gradf)vV + fdivV si VxfV=V xfVv+Vxfv=VixVv+f(VxV),
adica rot(fv)=gradf x V + f -rotv .

Exemplul 32. S& calculam divergenta si rotorul cadmpului v xw unde
V,W € C*(A) . Reamintim ca produsul mixt are proprietatile :

albxc)=(a b, c)=(c a b)=-(b,a c)
Atunci :

V(T xw)- v(%xv—vj W(mivj :(v,%,v—vj +[v,v,vivj :(w,v,ﬂ _(v,v,vivj _

=W(V xV)-V(VxW),
deci div(V x W)= WrotV — Vrotw . Pentru calculul rotorului reamintim c& produsul
vectorial este anticomutativ, iar dublul produs vectorial verifica regula lui Gibbs :
ax(bxc)=(@-c)b-(a-b) ¢ .Atunci:

vx(VxW):Vx(éxv—vj—vX(vivxvj=(v—vv)V—(vv)v—v—(vv)W+(vV—v)v,
deci rot(V x W) = S—VYV — (divv)w — g—g" + (divw)v.

Exemplul 33. Daca V,w e C*(A) atunci :

grad(v-v_v)=V><rotv_v+a—V_v+v_v><rotV+a—x *)
ov ow

Intr-adevar, folosind tehnica sagetarii, obtinem :
y 4
v(v-wpv(v-w}v(ij :
folosind regula lui Gibbs :
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(@-c)b=ax(bxc)+(@-ble
rezulta ca :

v(%~v—vj=vx(va—v)+(vv)v—v si

v(v-%jzwx(vw)uv—vv)v,

de unde rezulta formula (*).
Exemplul 34. S& calculdm div(grad f), unde f € C3(A). Deoarece
gradf =Vf=f i+f j+f k obtinem:
2 2 2 2 2 2
4 I+a z+a I , sau V2 f=Af, unde A= 62+ 62+ 62
ox® o0y° o0z ox® o0y° o0z

este operatorul lui Laplace. Campul f se numeste armonic daca Af = 0. De exemplu,
q

4re

div(gradf) =V (V) =

, este armonic. Intr-adevar, cum

campul electrostatic f(r):g, unde a=
r

gradr:Vr:L si divr =3, avem :
r

Exemplul 35. S& ardtdm cd R = bL3 ,unde b = —4i (campul electric) este
r Te

un camp vectorial solenoidal, irotational si armonic.
_ . v .
Deoarece divR =b|V %F + V(%F] = b(— %LF +%j =0, campul R este

solenoidal;
i

rot§=Vx%F+Vx xT =0 , deci campul R este
r

irotational. Prin urmare AR = grad divH —rot rotH = 0, deci cAmpul R este armonic.

H. EXERCITII

Exercitiul 1. Sa se demonstreze ca dac& A, B c IR atunci :
(@ AcB= AcB

(b) AUBcint(A UB)

() AnB=int(ANB)

(d) intA=A.
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Exercitiul 2. Sa se determine interiorul multimilor:
(a) [a,b)c IR, undea<b
() {(x.y) € IR*| x*+ y*2 1}N{ (xy) € IR*| X"+ y*< 2x}

2

2
) {x.y.2) € IR®, x? +y?+% <1}

(d) { (x.y,2) € IR P+y*+z2 = 1} .

Raspuns. (@) (a, b) ; (b) { (xy) € IR?|1 < x*+y*< 2x }; (c) {(x,y,2) € IR,
2 Y 2% oy
X +I+?<1}’ (d)¢.

Exercitiul 3. Sa se arate c& functiaf: IR - IR ,

% , dacd x®+y*+2z°#0
X“+y +2z
f(x,y,z) =

0 , daca x=y=z=0

este derivabila partial dar nu este continua.

Exercitiul 4. S& se arate c& daca f : A = (0, ) x (0, 21) x IR > IR®,
flp, 9, 2)= (X, ¥, ), unde x = apcose , y = bpsine, este functia care realizeaza
trecerea la coordonate cilindrice generalizate (a, b e IR), atunci f € CY(A) si
D(x, Y, 2)
D(p. 9, 2)

Exercitiul 5. Sa se arate ca daca

f:A=(0, o) x(0,21) x (0, ©) > IR®, f(r, 9, 6) = (X, Y, 2),
unde x =arcospsin® , y=brsingsind , z=crcosd (a b, c e IR este functia
care realizeaza trecerea la coordonate sferice generalizate,

=abp.

atunci f e C'(A) si M:—abc r’ sing@.
D(r, ¢, 0)

P = = alaf X+y+z
Exercitiul 6. S& se demonstreze cd ——————=(x -z -1)e :

’ 0X’0y" 0z

unde f(x,y,z)=(x —z)e* "2,
Exercitiul 7. Sa se arate c& 8—f(1 1):(\/5,0) , unde
ov

f(x,y):(w/x2 +y? ,tgiJ, iar v=i+j.
y

Exercitiul 8. S& se demonstreze ca gradf(l,l,l):%(i+]+ﬁ), unde

f(x,y,z)=arctg(x? +y? + z%).
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Exercitiul 9. Sa se arate ca grad f(1,1,1)=2v, —(1,1,1)=6,
ov
o7 f . O f s o o .
—(x,y,2)=6 si —I(x,y, z)=0 pentru n>2, unde f(x,y,z)=x*+y*+2° si
ov? ov"
V=i+]j+k
Exercitiul 10. Sa se demonstreze ca functia :
z , X2+y? 20
X% +y?
f(x,y,z)=
0 , X2 +y?=0
V2

nu este diferentiabila in (0, 0, 0) si c& d, f = e (- dx —dy +2dz) .

Exercitiul 11. Sa se arate c& daca f e C'(IR), iar z(x,y)= f(\/x2 + y2) , atunci
yz, =Xz,
Exercitiul 12. Sa se demonstreze ca daca f, g C4IR) si

h(x,y) =f(xy) + g(ij, y=0, atunci :
y

! ! 1 H 14 n n 1 " 1 n
xhi +yhy =xyf' si hl, +2xh, +yh!, =2xf +y(y + 3x?)f +F(y—x2)g :

Exercitiul 13. Sa se arate ca
dioof (11)=g,(00) + 9,(00) si d5,,f(12)=99..(00),
unde f(x, y) = g(u, v) , u(x,y)=2x-y, v(x,y)=2y—-x si ge C*(IR%.

Exercitiul 14. Fie f functia definita la exercitiul 10. Sa se arate ca in punctul
(1,-1,1) functia f; +fy’ +f’ ia valoarea Q iar % +f" +f", —2(f” +f7 —f ) ia
y X z 2 X y z Xy yz ZX

valoarea O.
Exercitiul 15. Sa se demonstreze ca

d2,,,f(1,0) = 2[g,(0,0,0)+ g, (0,0,0) + 2g', (0,0,0) | ,
unde g € CA(IR®), f(x,y) = g(u,v,w), u(x, y) = X*+y%, v(x,y) = X*=2y si w(X,y) = y*—2x .
Exercitiul 16. Fie z = f(u, v) , f € C*(IR?), unde u(x, y) =X siv(x, y) = xy .
y
Sa se arate ca: d, z(1,1) =2f, (1,1)+ 4f, (1,2).
Exercitiul 17. Fie g € C3(IR% o functie omogena in sens Euler de grad

m:% si f(x,y) = g(x2+y2,\/x“+y4 ,4x8+y8).

Sa arate ca xf, +yf, =f si X*f, + 2xyf, + yzf;z =0.
Exercitiul 18. Fie f(x, y, 2) = X2 +y? + 22, M(1, 1, 1) §i V=i + ] +K.
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Sa se arate ca :

(a) suprafata de nivel care trece prin M admite ca tangente planele de ecuatii
X+y+z=+3
(b) grad f(M) = 2v

of
() —M)=6
oV
af . —_— iy i T
(d) —_(M) <243, pentru orice versor s = cos ai + cosfj + cosyk
0s
(e) Af=6

(f) rot (gradf)= 0.

Exercitiul 19. Printr-un conductor liniar trece un curent | care determina in

: y R : : . = 2 - _ - =
jurul sau un cadmp magnetic de intensitate H = el I xr,unde | =1h este vectorul de

curent, r este vectorul de pozitie al punctului M(x, y, z), iar d este distanta de la
conductor la M. Sa se arate ca H este un camp irotational.

Exercitiul 20. Fie cdmpul scalar :

12
unde g e C3(IR?), a=i+j+k si v=grad(agrad f) si punctul P(1, 1, 1). Se cere :

f(x,y,z)=ix4 —%xs(y+z)+%x2yz+g(y—x,z—x),

(a) s& se determine g astfel ca V = yzi + zxj + xyk
(b) sa se calculeze 2—X (P)
a

(c) sa se scrie ecuatiile liniilor de camp ale cdmpului v
(d) sa se arate ca v este solenoidal, irotational si armonic
(e) sa se determine potentialul scalar al cdmpului v .

Raspuns: (@) g € C3(IR% ; (b) 2a ; (c) %:ﬂ:d_z :
yz zX Xy

(e) o(x,y,2)=xyz+K,K e IR.

Exercitiul 21 . Fie vV e C*(A). S& se arate ca :
ov N oV N RY
ox*>  oy* 0z?
(b) div rot v=0.

(@) AV = =grad div vV —rot rot v

Exercitiul 22. Sa se determine a € IR astfel incat v=r®.r sa fie un camp
armonic.

Raspuns. a € {3, 0}.

Exercitiul 23. Sa se arate ca urmatoarele campuri sunt biscalare :
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@ V=[yz-x?)i-xzj-xyk
b)) V=y?i+zj-yk
() V=00+VY2)i+x(z-X)j—-@+xy)k
(d) V =(2x? + 2xy? + 2xz? +1)i + 2yj + 2zk
(e) V=z(1-e")i+xze'j+x(1-e')k
(f) v=(@a,b,n)r —2r3(@xb)
unde @, b sunt vectori constanti.
2

y L
Exercitiul 24. Sa se arate ca derivata functiei f(x,y)=4 x ' daca x =0
0 , dacax=0

in orice punct al elipsei de ecuatie 2x% + y? = 1 dupé directia normatei la elipsa in
acel punct este nula.
Exercitiul 25. Sa se arate ca

V=yz(2x +y + 2)i + ZX(X + 2y + Z2) ] + Xy(X + Y + 22)k
este un camp irotational si sa se determine potentialul scalar al acestui camp.
Raspuns. ¢(x,y,z)=xyz(x +y +z)+K.

Exercitiul 26. Sa se determine potentialul scalar ¢ al cAmpului gravitational

_ m._ e o y
V = - —T creat de masa m situata in originea axelor de coordonate si sa se arate ca
r

¢ este un camp armonic.
< m
Raspuns .o (r) = — .
r
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TRANSFORMARI PUNCTUALE

In acest capitolul vom analiza cateva proprietati fundamentale ale aplicatiilor
de clasd C' de forma f = (fy, ... , f) : A ¢ IR® > B c IR? numite transformari
punctuale. Am constatat ca asemenea functii — fiind diferentiabile — admit o
liniarizare locala in sensul ca intr-o vecinatate a unui punct a € A putem aproxima
cresterea f(x) — f(a) cu ajutorul aplicatiei di.f, adica f(x) = f(a) + daif(x-a), unde
transformarea liniara d.f am exprimat-o cu ajutorul bazei duale {dx, ... , dXp} IRP,
Aceasta constatare ne va permite sa transmitem unele proprietati ale aplicatiilor
liniare functiei f. De exemplu, vom arata ca daca r este rangul matricii jacobiene J«(a)
(proprietate care da informatii asupra aplicatiei liniare dJf) si r<q < p, atunci intr-o
vecinatate a punctului a, q — r dintre componentele scalare f; , ... , f; se exprima cu
ajutorul celorlalte r componente (teorema dependentei functionale).

Toate functile analizate pana acum au fost date sub forma explicita, in
sensul ca pentru orice X € A unicul y € B pentru care f(x) = y era prezentat ca
rezultatul compunerii unor functii elementare. Aici vom studia functii pentru care y nu
este dat sub forma explicita ci ca solutia locala — adica in vecinatatea V a unui punct
a fixat — a unei ecuatii functionale de forma g(x, f(x)) = 0, x € V; vom spune in acest
caz ca f este definitd implicit (local!) de ecuatia g(x, y) = 0. De asemenea vom indica
modul in care se pot afla derivatele partiale in a ale functiei f (fara a cunoaste forma
analitica f(x) !).

Folosind aceste rezultate vom extinde metodele cunoscute de schimbari de
variabile pentru functii de mai multe variabile, metode care vor juca un rol
fundamental in calculul integral si in rezolvarea ecuatiilor diferentiale.

A. TRANSFORMARI REGULATE.

Definitia 1. Fie A si B doua multimi deschise din IRp, p>1.

() O transformare punctuala bijectiva f : A — B pentru care f ' eC!(B) se
numeste transformare regulatéd (difeomorfism, sau izomorfism diferentiabil); mai
spunem ca f realizeaza (stabileste) o transformare regulata de la A la f(A)=B.

(ii) Daca f : A > IRP este o transformare regulata de la A la f(A) (deci A si f(A

)
sunt multimi deschise, f este injectiva, f eC'(A)), f *eC'(f(A)) ) spunem ca f =
(f1,...,fp) este o schimbare de coordonate in (pe) A iar componentele scalare fy, ... ,fp
poartda numele de sistem de coordonate in (pe) A; daca x € A atunci numerele
f1(x), ..., fo(X) se numesc coordonatele lui x in sistemul de coordonate fy, ...,f,.

Exemplul 1. Functia f : (0, ) x[O,%)—)(O,oo) x(0,), f(p,p)=

=(pCOS(p,pSin(p) care realizeaza trecerea de la coordonatele polare p, ¢ la
coordonatele carteziene Xx =pcose,y =psing este o transformare punctuala

bijectivd de clasd C' (deci o schimbare de coordonate), iar inversa sa definitd prin
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f(x,y) = (p =JyxZ+y?, 0= arctg%} este de asemenea de clasid C, realizand

trecerea de la coordonatele carteziene X, y la coordonatele polare p, ¢. Prin urmare f
si f* sunt transformari regulate.

Observatie. In capitolul precedent am constatat (vezi teorema 6 si
consecintele) c& daca f € C'(A) este inversabild si f ' ¢ C'(B) atunci aplicatia liniar
dof este inversabila si inversa ei este d;f ~* (sau, echivalent matricea Ji(a) este
inversabila si inversa ei este J__,(f(a)), pentru orice a € A. Extindem acest rezultat in
urmatoarea teorema.

Teorema 1 (de caracterizare a transformdrilor regulate). Fie A, B < IR dou3
multimi deschise si f = (f;, f2, ..., f) : A —> B o aplicatie bijectivd de clasa ct.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

(a) f este transformare regulata

(b) f* e C%A) si daf : IR - IR este izomorfism, pentru orice a € A.

3 0 D(f,,....f,)
©f~eC(A)si D(— (a) # 0, pentru orice a € A.
X1

Demonstratie. Desigur (b) < (c), caci Ji(a) este matricea aplicatiei liniare

d_fn baza canonica din IR , iar d,f este izomorfism daca si numai dac matricea sa

este nesingulara. De asemenea (a) = (b) < (c), conform teoremei 6, cap.2. Ramane
sa dovedim :

(b) = (@). Cum fteC’A), trebuie sd& mai demonstram ci f* admite

derivate partiale continue. Fie a € A gi b = f(a). Deoarece f este diferentiabila in a
exista functia o astfel ca:

f(x) - f(a) = d,f(x—a) + [x — a] &(x), pentru orice x € A, iar limo(x)=0. (1)

Fie y = f(x); din (1) rezultd ca y—b=d,f(x —a)+ [x — a|w(x) si, aplicand

(daf)’l ambilor membri obtinem:
a=(d.f)*(v - b) - |x - a(d,f)* (@) 2)
Fie C :H(d ")) ‘1H (vezi exercitiul 14, cap. 1) si se(o,éj. Atunci exista o

vecinatate U a punctului a astfel ca: H(d af)'l co(x)Hs Ce, pentru x € U, iar din (2)

rezultd ca [x —a| <[y -b|C +|x —a|Ce, sau:

LB . yab. ©)
ly-b|  1-Ce
Notand cu o,(y)=- |||| —b||||( af)’l (o(x)), pentru y=b din (3) rezulta ca

Iirrg ®,(y) =0, iar (2) devine:
y—

£y) - £70) = (d.f) *(y = b) + |y - b| ©,(¥),
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adica ™ este diferentiabila in b si d,f*=(d,f)™, pentru orice b e B. Conform
teoremei 4, cap.2, rezultd ca f * este derivabila partial pe B. Dar J . (f(x)) = (J,(x))";

determinantul acestei matrici, conform (c), este nenul pentru orice x € A, iar
elementele matricii Ji(x) sunt functii continue, deoarece f eCY(A); prin urmare si
elementele matricii inverse sunt functii continue; in consecinta f*eC*(B).

Observatie. Se poate arata ca daca f este o transformare regulata de clasa
C" atunci si inversa f* este de clasa C", pentru orice n e IN".

Urmatoarea teorema (a carei demonstratie se bazeaza pe teorema de punct
fix a lui Banach, dar pe care o omitem) prezinta unul dintre rezultatele fundamentale
ale analizei functiilor de mai multe variabile.

Teorema 2 (de inversiune locald). Fie f: A « IR - IR" de clasa C! si acA
pentru care matricea jacobiana Ji(a) este nesingulara. Atunci:

(a) exista U c A o multime deschisa astfel ca a € U si f(U) sa fie de
asemenea deschisa in IR,

(b) f realizeaza o transformare regulata de la U la f(U).

Consecinta. Daca Ji(a) este nesingulara in orice a € A atunci f(G) este o
multime deschisa, oricare ar fi multimea deschisa GcA (adica f ,transforma deschigi
in deschisi”); in plus, daca a€A, f = (f1, ..., fy), iar b = f(a), atunci existd Ue 7, si Ve,
astfel incat pentru orice y = (y, ..., ¥p) € V sistemul de ecuatii :

fi(xy..x,)=y;,i=1p
sa aiba solutie unica in vecinatatea U.

Demonstratie. Fie G < A o multime deschisa si b € f(G); atunci exista acG
astfel ca f(a) = b si, in acord cu teorema de mai sus, exista o vecinatate deschisa
Ue7,, U < G pentru care f(U) este deschisa, adica b e f(U) < f(G); deci f(G) este o
multime deschisa.

Pentru cea de a doua parte aplicam teorema de inversiune locala : exista
Ue 7, deschisa3, iar f realizeaza o transformare regulata de la U la V = f(U); aceasta
implica exact existenta si unicitatea solutiei sistemului considerat.

Exemplul 2. Functia f: A =(0, «) x (0, 2n) x (0, 7) —> IRS, definita prin:

f(r, o, ) = (X, ¥, Z), cu xX=rcospsin®,y=rsingsind,z=rcosO are
D(X ' y ' Z) _
D(r,¢,0)
teoremei de inversiune locald, f este o schimbare de coordonate; in particular f(A)
este o multime deschisa din IR%.

determinantul functional —r?sin® =0 pe A; prin urmare, conform

Operatori diferentiali in coordonate curbilinii
Fie in IR® reperul ortonormal O, i,],k si F : A c IR® - IR® o schimbare de

coordonate in A; notam (x, y, z) = F(u, v, w), (u, v, w) € A si spunem ca u, v, w sunt

coordonatele curbilinii ale punctului M(X, y, z); prin abuz de notatie vom scrie ca x, y,

z sunt componentele scalare ale functiei vectoriale F, deci:
x=x(u,v,w),y=y(u,v,w),z=2z(u,v,w), (u v,w) € A

Atunci vectorul de pozitie al punctului curent din F(A) este :
r=x@u,v,w)i+ylu,v,w)j+zu,v,w)k.
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Vom presupune ca aplicatia F defineste un sistem ortogonal de coordonate curbilinii

N . . - or _ or _ or e

in A, adica vectorii r,=— , 1, =— , I, =—— sunt ortogonali doi cate doi si
ou ov ow

formeaza un reper direct: r, -r, =1, 1, =r1,-1,=0 Si r,=r,xT,,

r,=r, xr, peA.

=1 xT,,

Notam cu e,,e,,e, versorii vectorilor r,,r, ,r, ; cu H, H,, Hy, notam

normele acestor vectorii si numim aceste functii parametrii lui Lamé. Atunci:
Fu=Hu€u ’ Fv=Hv€v ! szHwéw
lar produsul mixt este:
S D
F.F, ,rW)=M=HU~HV ‘H, #0.
D(u,v,w)
Se arati ca daca f e C*(A) atunci :
1 of _ 1 of _ 1 of _
grad f=—— e, +

,t——e, +——¢€,
H, du H, ov H, ow
iar daca v =Pe, + Qe, + Re, este un camp de clasa C' pe A :

o 1 P 0 0
dvv=—-—|%(PH,H,)+—(QH,H,)+ —(RHH
HUHVHWL?U( Y W) av(Q v ) aw( ! )}
HUEU HVéV HWEW
T S -
“H,H,H, | ou oV ow |’
H,P H,Q H,R

expresii care definesc gradientul campului scalar f, respectiv divergenta si rotorul
campului vectorial v .

Exemplul 3. Coordonatele cilindrice p, ¢, z introduse prin X =pcose |,
y=psing, z = z definesc un sistem ortogonal pentru care parametrii Lamé sunt
H=H, = 1 si H, = p ; de asemenea coordonatele sferice r, 0, ¢ introduse prin
X =rcos ¢sin®, y=rsinpsin®, z=rcos6 definesc un triedru ortogonal, iar
parametrii Lamé sunt H =1, H =rsing, H, =r.

Exemplul 4. Sa calculam div v, grad div v, rot grad div v sirot v, unde
v=re —re, +sinbe, este datin coordonate sferice.

divv = —— i(rgsine)Jr i(rsin2 0)|=3+ 2cos€),
resin@| or 00 r
graddivy = (3 + 2290 , 1 0[5, 2€0S0)__ 2 (so50g, +sin0E,),
or r rooe r r
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e, rsino e, re,
— 0 0 0 — o, o
rotv = ———|— — — |=r?cosbe, —rsin*e, — 2r’sin 0e,,
resin|or 10X 0) 00
r —r?sin® rsin 0

iar rotgraddivv = 0 conform teoremei 10, cap.2.

B. FUNCTII IMPLICITE

Fief:E=AxBcIRPxIR' IR, p,geIN, A—A,B=B si(ab) c E

astfel incat f(a,b) = 0. Sa presupunem ca fy, f,, ..., f; sunt componentele scalare ale
functiei f; daca (x,y) € E, unde x = (X1, ... , Xp) € Asiy = (Y1, ..., Yq) € B, vom nota
uneori f(x,y) = f(X1, ..., Xp, Y1, ---, Yg)-

Definitia 2. Daca existd U € TasiV e %, UcA,VcBsig: U—V astfel
incat

f(x,g(x)) = 0, pentru orice x € U,
atunci functia g se numeste functie implicita definité de ecuatia f(x,y) = 0 in raport cu
variabilele yi,...,yq pe vecinatatea UxVe 1{,1); uneori vom spune ca ecuatia f(x,y)=0
defineste implicit functia g (pe UxV).

Observatii. Multimea solutiilor ecuatiei f(x,y)=0 in sensul definitiei de mai sus
este chiar graficul functiei g : U — V. in cazul p=q=1 aceastd multime are ca
reprezentare geometricd o curbd din IR%* dacd p=2 si q=1 graficul functiei g
reprezintd o suprafata din IR®; daca p=1 si g=2 graficul functiei g are ca reprezentare
geometrica o curbd din IR3.

Apare astfel necesitatea rezolvarii urmatoarelor probleme.

1 Exista o functie implicita g definita de ecuatia f(x,y)=0 ?
2 Daca exista o asemenea functie este ea unica ?
3 incazde existenta este functia g continua, derivabila, etc. ?

Vom raspunde la aceste probleme in cele ce urmeaza, dand conditii suficiente
asupra functiei f pentru ca raspunsurile sa fie afirmative, urmand ca in capitolul
urmator sa dam si conditii, in cazul g=1, ca functia g definitd de ecuatia f(x,y)=0 sa
admita extreme ori sa poata fi aproximata cu un polinom. Dar sa analizam mai intai
aceste probleme pe cateva exemple simple.

Exemplul 5. Ecuatia f(x,y)=0, unde f : IR x IR — IR, f(x,y) = x’~y+1 defineste
unic functia implicita g : IR — IR Tn raport cu variabila y, g(x) = x>+1 in orice
vecinatate a Iui (a,b)e IR? pentru care f(a,b)=0; aici feC*(IR? si geC”(IR). De
asemenea, functia h(y) =3/y -1, h: IR — IR este o functie definitad implicit de ecuatia
f(x,y)=0 in raport cu variabila x pe IR? in schimb h este doar de clasa C° nefiind
derivabila in y=1. In fine, ludnd de exemplu (a,b)=(1,2), restrictia functiei h la
multimea (1,0) este o functie implicita definitd de ecuatia f(x,y)=0 in raport cu
variabila x pe (1,») x IR de clasa C”.

Exemplul 6. Fie f: E=(-1, 1) x (-1, 1) - IR, f(x,y)=x*+y*~1. Atunci ecuatia

f(x,y)=0 defineste implicit o infinitate de functii in raport cu variabila y; de exemplu
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functiile g,(x) = v1-x?si g,(x) = —V1-x?, 01,02 : (-1, 1) > IR sunt de clasa C” si
f(x,01(X)) = f(x,92(x))=0, pentru orice xe(-1, 1), deci ele sunt functii implicite definite
ecuatia f(x,y)=0 in raport cu variabila y in orice vecinatate inclusa in E a unui punct
(a1, by) € E (respectiv (az, by) € E) pentru care gi(a;) = by (respectiv ga(a) = by).
1 1 .
Daca fixam (a,b)=| ——,— | €E atunci ecuatia defineste o unica functie implicita de
@b 5 5) e defines e mp
clasa C” in raport cu variabila y pe E € ¥ap) $i anume functia g;. Functia
[g,x), x<[03)

g(x)=

g,(x), xe(-1,0)

in raport cu y pe E, dar ea nu este nici macar continua.

Exemplul 7. Ecuatia x> — y? = 0 defineste pe IR® o infinitate de functii
implicite in raport cu y; in schimb pentru (a,b)=(0,0) singurele asemenea functii
continue pe IR sunt g1(X)=X, g2(X)=—X, g3(X)=|x| si g4(X)= —|X|; dintre acestea doar g; Si
g2 sunt de clasa C” pe IR.

Exemplul 8. Ecuatiile x* + y* + z% +1=0 si x* + y* + z*=0 nu definesc nici o
functie implicita.

Exemplul 9. Daca f(x,y)=|x|-|y| iar (a,b)=(0,0), ecuatia f(x,y)=0 defineste o
infinitate de functii implicite in raport cu cu variabila y, printre care gi(x)=X, g2(X)=—x,
93(¥)=|x|, 9a(x)= —|x|, gk : IR =IR, k=1,4; g1 Si g> sunt derivabile iar gz $i g4 nu sunt
derivabile (in a=0).

Teorema 3 (de existenta, unicitate gi derivabilitate a functiilor implicite). Fie
f:E=AxBcIRPx IRY— IRY. Daca:

(i) feCKE), k=1

(i) f(a,b)=0, unde (a,b)cE
.. D(fy,....T,)

D(Y1--Yq)
atunci existd Ue v, si Ve T4 si 9=(91,...,dq) : U > V astfel ca

() geC'(U)

(b) g este functie implicita definitd de ecuatia f(x,y)=0 in raport cu
variabilele ys,...yq

este, de asemenea, definita implicit de ecuatia data,

(a,b) %0

(c) 9(a)=b
D(f,.....f.)
09 ;o\ DYi-Yin X YiinYq)
(d) a—Xj(X) = - Dlfynfy) (x,9(x)), xeU.
D(Yyr--1Yq)

(e) (unicitatea) Daca U'e Vs, V'ey, sih: U — V' este o functie care verifica
(@), (b), (c) atunci g(x)=h(x) pentru orice x eUn U’.
Demonstratie. Definim functia
FOX,Y)=(X,f(,Y))= (X1,.. . Xp, F1(X1, s Xp. Y140 Ya)seees Tg(X1see s Xps Y1ue-15 V)
Atunci FeCX(E) si:
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J.(ab)=/0 0 ..10 ..0

1y,
fcllxlft;xZ"'qupfqyl"'fqu (a,b)
D(f,,....f _ . .
Deoarece det(Jr(a,b)) = M(a,b)io, din teorema de inversiune
D(Yy:--1Yq)

locald rezulta ca existd U=UixU.eVap), U1eth, Uzet, Si V=VixVoe k@b, Vie,
Ve, caci F(a,b)=0, astfel incat restricia F : U —V este inversabila si
F1=G=(G1,G,) : V —U este de clasa C* pe V.

Fie g : V1—> U3, g(x)=G2(x,0). Atunci ge Ck(Vl), deci (a) este demonstrat.

Cum (x,y)=F-G(x,y)=F(G1(xy), Gz(x.y))= (Ga(x.y), f(Ga(x)y), Ga(x.y))) rezulta

ca Gi(x,y)=x si f(x, G2(x,y))=y; punand y=0 urmeaza ca f(x,g(x))=0, pentru orice xeVy,
deci (b) este dovedit.

La fel (x,y)= G-F(x,y)= (Gi(X,f(X)y)), Ga2(x,f(x,y))), de unde Ga(x,f(x,y))=y;
pentru x=a, y=b obtinem Gx(a,f(a,b))=G2(a,0)=g(a)=b, deci (c) este probat.

Dacd Up= UinVieTs si g1,0» verifica (a),(b),(c) atunci (x,g1(x)),(X,g2(X))
eUixU,, pentru orice xeUy; din existenta lui F rezulta:

F(x,01(x)) = (xf(x.01(x)))= (f(x,92(x))=(x,0)= F(x,g2(x)), deci gi(x)= ga(x)
pentru orice xeUy si (e) este demonstrat.
Derivand in raport cu x; ambii membri ai ecuatiilor:

fi(X,9(X))= fi(X1,..-,Xp,91(X1, -1 Xp)s- -5 Fg(X1,--4:Xp)), i=171 ,
obtinem sistemul liniar in xeUp de q ecuatii

fi'xj + filylgllxj Tt filng'qxi = O’ = l: q ;
sau matricial
Oy, fiy,
J (%,9(x)) | - =
quXJ fcllxj

Din ipoteza (iii) si din continuitatea derivatelor partiale ale functiei f rezulta ca exista
V’e Uay) astfel ca

D(f,,....f,)

By, .y e #0.
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pentru orice xeViNV’; aplicand regula lui Cramer obtinem egalitatea (d) si teorema
este complet demonstrata.

Observatie. In conditiile teoremei, pentru k>2, formula (d) permite calculul,
prin recurenta, a derivatelor partiale de ordin superior.

Vom reformula acum teorema functiilor implicite in cateva cazuri particulare.
Cazul p=g=1

Fie AcIR si BcIR doua multimi deschise.
Consecinta 1. Dacd f: A x B c IR x IR— IR este o functie de clasa C¥, k>1

si exista (a,b)e A x B astfel ca f(a,b)=0, iar S—f(a,b) = 0, atunci existda UcA, Ue 7,
Yy

VcB, Ve 14 si 0 unica functie g : U—V astfel ca
(@) geC*(L) si f(x,g(x))=0, pentru orice xeU
(b) 9(a)=b
(c) g’(x)=—M, pentru orice xeU si y=g(x).
fy (x.y)
Observatie. In conditiile precizate uneori folosim notatia y=y(x) pentru functia
g, deci:
f(x,y(x))=0, xeU.
Folosind formula de derivare a functiilor compuse obtinem:
f +y'f'y=0,peU (1)

deci y':—]L pe U.
f'y
Pentru k>2 obtinem y",y",... prin recurenta din (1):
f.+yf, +yT,+y(f, + y'f.)=0
fe+2y'fy +y*f
T

y

deci y' =-— pe U (2)

etc.
Exemplul 10. S& consideram ecuatia arctg(x+y)=In(x*+y?>+1) si s& examinam
in ce conditii defineste ea o functie implicita y=y(x). Fie f(x,y)=arctg(x+y)- In(x*+y*+1).

Desigur feC IR) si f X,y) = -
gur feC*(IR%) si f, (xY) 1+ (x+y)* x*+y*+1

. Conform teoremei functiilor

implicite, daca (a,b) € IR? Si

arctg(a+b)=In(a®+b*+1), iar f, (a,b) # 0,
existd Ue T}, si Ve, si o unica functie y=y(x), y : U — V definita implicit de ecuatia
data, yeC™(U).

Daca, de exemplu a=b=0, aceste conditii sunt verificate si y(0)=0, iar
arctg(x+y(x))=In(x*+y*(x)+1), VxeU; de aici, prin derivare, obtinem:

A+ y)(X*+y* +1) = 2(x + yy)[1+ (X +y)*], xeU
de unde, pentru x=0 avem y'(0) = —1; derivand inca odata si tindnd cont de faptul ca
y = Y(x), y'=y'(x) obtinem
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Y'(X* +y* + D+ 20+ Yy )X +yy') = 201+ Y2 +yy )1+ (X +Y) T+ 2(x + yy') - 2(x + Y)(1+Y');
cum y(0)=0 si y'(0)=-1, punand x=0 rezulta ca y"(0) = 4. Deci curba de ecuatie
y=y(x), xeU admite in origine o tangenta de panta m=y'(0)=-1 si de ecuatie
y = —X; in plus, cum y (0) = 4 > 0, rezultd ca exista o vecinatate a punctului (0,0) in
in care graficul este o curba convexa.

Observatie. Sa presupunem ca sunt indeplinite conditile din teorema
functiilor implicite astfel ca intr-o vecinatate a punctului (a,b) ecuatia f(x,y)=0 sa
defineasca o functie y=y(x) care admite un extrem local in x=a. Atunci, conform
teoremei lui Fermat, y'(a)=0 si, conform formulei (1), cuplul (a,b) trebuie sa fie o

solutie a sistemului:
f(x,y)=0
{f'x (x,y)=0
Daca, in plus, k>2, din (2) rezulta ca

. f,
y (@) =--@b),

y

deci daca y (a) <0, functia y=y(x) are un maxim local in a si ymax=Yy(a)=b; analog,
daca y (a) > 0, atunci y are un minim local in x=a.

Exemplul 11. Sa determinam extremele functiilor implicite y=y(x) de clasa c?
Yoo
X
Sa remarcam mai intai ca fe C2(E), unde E = IR x IR Si
2(X+Y)
x2+y?
Prin urmare pentru orice (a,b)eE cu b#-a si f(a,b)=0 existd Ue 1/ si Ve, si 0 unica
functiey : U-V, ye CZ(U) definitd implicit de ecuatia data pentru care y(a)=b. Cum
teorema functiilor implicite da doar conditii suficiente de existenta a acestor functii
trebuie sa examinam doua cazuri: b=—a gi b= —a.

Cazul b # —a. Presupunem ca f(a,b)=0 si ca functia y=y(x) definita de ecuatia
datd pe U admite un extrem in x=a; atunci y'(a) =0, deci (a,b) verifica ecuatiile

2(x—y) . N

2l prinurmare a=b=%""e “ gi
X“+y 2

definite de ecuatia f(x,y)=In(x*+y®)+2 arctg

fy (xy)=

f(x,y)=0si f', (x,y) =0. Dar ' (x,y) =

14

" __x? __i
y'(a) = - (a,a) = e

y
In consecinta ecuatia f(x,y)=0 defineste doud functii implicite care au extreme locale

yi:U—> Vi, i=12, unde Uy, V; eff/ﬁ ., Uz, Voe ¥V v23 sunt multimi deschise si

Vo 4 2
2
Yimin = y{%e“‘j = %e“ iar Y, ma = yz[—% 4} = —ge“ ; nu putem

afirma ca y;=y,!
Cazul b = —a # 0. In acest caz nu este indeplinitd conditia (iii) din teorema
functiilor implicite. Presupunem ca exista totusi y=y(x) definitd de ecuatia f(x,y)=0,
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y(a) =b=—a si y'(a) = 0; atunci f(a, —a)=0, deci a = i% 4 : derivand ambii membri
ai ecuatiei obtinem, dupa eliminarea numitorului,
X-y+(X+y)y'=0, xeUe Y,

iar pentru x=a si y= —a obtinem a=0; contradictie!
Cazul p>1siqg=1

Fie AcIR si BcIR doud multimi deschise.
Consecinta 2. Daca f: A x B IR x IR— IR este o functie de clasa C*, k>1
si existd (a,b)e A x B astfel ca f(a,b)=0, atunci existd UcA, Ue1,, VcB, Ve si o
unica functie g : U-V astfel ca
(a) geC*(U) si f(x,g(x))=0, pentru orice xeU
(b) 9(a)=b

a9 fli .
© 5 ) =—7—0y), xeU siy=g(x).
X; f,
Pentru k>1 derivatele de ordin superior se determina prin recurentd ca in
cazul precedent.
2

Exemplul 12. Sa se determine d,,z unde z=z(xy) este functia definita
implicit de ecuatia f(x,y,z)=x*+3xyz-z>+z=0 stind c& z(0,0)=1. Pentru inceput
verificam corectitudinea textului. Luand a=(0,0) si b=1 avem f(0,0,1)=0, feCz(IRS), iar

%(0,0,1) = -2 # 0. Conform teoremei functiilor implicite existd Ue 100 s$i Ve si 0

unica functie zz=U-V, z € CZ(U) (deci de doua ori diferentiabila in origine) astfel ca
z(0,0)=1 si f(x,y,z(x,y))=0, (x,y)eU; prin urmare textul este corect. Ca in exemplul
precedent derivam Tn raport cu x apoi cu y ambii membri ai ecuatiei date, cu z=z(x,y):

3x?+3yz+(3xy-3z°+1z', =0 (1)

3xz +(3xy -3z* +1)Z', =0 (2)
Punand x=y=0 si z=11n (1) si (2) obtinem

z',(00)=2,(00)=0 3)

Derivand in raport cu x, apoi cu y in (1) si cu y in (2) avem
6x +3yz' +(3y - 627" )z, +(3xy -3z* + )z , =0
3z+3yz' +(3x - 627, )7' +(38xy —32° +1)z,, = 0
3xz',+(3x - 627',)Z',+(3xy —32° + 1)2;2 =0

pentru (X,y)eU; pentru x=y=0 obtinem, conform (3):

z.(00)=0= Z,; (00) si z,,(00) = 5

Prin urmare df, ,,z =3dxdy.
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Cazul p>1,qg>1

Sa remarcam ca in acest caz ecuatia f(x,y)=0 este de fapt un sistem de q
ecuatii:

fo(Xpes X0, Y10 Yy) =0
Daca teorema functiilor implicite este verificata, adica intr-o vecinatate a
punctului (a,b) sunt definite functiile y, =y,(X;,...,X,),.-,Yq = Yq(Xy,--,X,), pentru

calculul derivatelor partiale ale acestor functii derivam, de exemplu, in raport cu x; ,
conform formulei de derivare a functiilor compuse, ecuatiile acestui sistem si obtinem
sistemul liniar:

f'ixl +f'iy1 yllxl toot fliyq quxj =0, i= l_p’
&7
J

folosind acelagi procedeu, aflam derivatele partiale de ordin superior ale functiilor y; ,
i= l_q (pentru k>1).

Exemplul 13. Sa determinam y (0) si z (0) pentru functiile y=y(x) si z=z(x)
definite de sistemul

{x3+2xy+z3—z:0

de unde, cu regula lui Cramer, obtinem derivatele partiale . Prin recurenta,

x?-3yz+z+2=0
stind c& z(0)=1. Fie f(xy,z)= x3+2xy+z°-z si g(x,y,z)= x*-3yz+z+2. Deoarece
f(0,y,1)=0 si g(0,y,1)= —3y+3, consideram, pentru verificarea conditiilor din teorema
functiilor implicite, a=0 si b=(1,1). Desigur f(0,1,1)= g(0,1,1)=0, f,geC2(|R3) si
D(f,
M(O,Ll):

2x  32° —1‘ _‘o 2
D(y,z) -3z 1-3y (011 3-2
Ve 1,1 si unica functie U-V, x — (y(x),z(x)) € V, astfel ca y(0)=z(0)=1, y,ze CZ(U)
si f(x,y(x),z(x))=0 = g(x,y(x),z(x)), pentru orice xeU. Pentru calculul lui y'si z'

derivam ecuatiile sistemului tindnd seama ca y=y(x) si z=z(x); deci:
{3X2 +2y + 2xy'+3z°2'-7'=0

=6=0; deci existd vecinatatile Ue7y,

, . 1)
2x—-3y'z+3yz'+z2'=0

Pentru x=0 obtinem y'(0) :é si z'(0) = -1. Prin derivare din (1) rezulta ca:

6X + 4y'+2xy" + 622 +32°2" - 2" =0
2-3y"'z-6y'z2-3yz"+2z"=0
si punand x=0 obtinem: y"(0) = % si 2'(0) = _§_
Exemplul 14. Sa aratam ca intr-o vecinatate a punctului (1,1,1,—1,1)eIR5
sistemul :
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f(x,y,z,u,v) = x> =3xy + zu®* +v¥ =0
{g(x,y,z,u,v) =Xyz+z-u"-v>=0

defineste functiile implicite u=u(x,y,z), v=v(x,y,z) si sa determinam d,,,u si d,,,V .
Verificdm intai conditiile din teorema functiilor implicite. Desigur f,geCY(IR®),

f(1,1,1,-1,1)=0= g(1,1,1,-1,1) iar %(1,1,1,—1,1):—27&0; prin urmare exista o
u,v

vecinadtate UeT111 si 0 vecinatate Ve?(.; si o unicd functie U-V,
(%,¥,2) = (u(x,y,2),v(x,y,2)) e V pentru care u(1,1,1)= -1 si v(1,1,1)=1. Derivam in
raport cu x cele doua ecuatii tindnd cont ca u=u(x,y,z) si v=v(x,y,z). Rezulta:

3x? -3y + 2zuu', +3v*v', =0
yz -2uu',-2w' =0
iar pentru x =y =z=1 avem —2u,(111)+3v.(111)=0 si 1+ 2u,(111)-2v,(111)=0;
prin urmare
3 .,
U 1Y) = -2 si v, (1) = -1. €N
Analog, derivand in raport cu y avem:
—3x +2zuu;, +3v?v, =0
Xz —2uuy, —2vv, =0 ’
de unde pentru x =y =z =1:
3 .
u, (111) = 5§ v} (111) =2 (2)
Derivand in raport cu z gi punédnd x =y =z =1 obtinem:
u,(112) = -3 si v, (111) = -4 ©)
Din (1), (2) si (3) rezulta ca:

d(l.l.l)u = —%dx + %dy — 3dZ $| d(l,l,l)v = —dX + 2dy _ 4dZ .

C. DEPENDENTA FUNCTIONALA

In aceasta sectiune vom aborda o problema inversa problemei functiilor
implicite. S& consideram functiile fy,...,fy: AclRP> IR, r<qg<p, acA Ue v, UcA.

Problema dependentei functionale: In ce conditii existad o functie de clasad C'
F:E c IR" - IR pentru care (f,(x)...f,(x)eE, xeU, astfel incat ecuatia

F(Yy,..Y,) = 0 sa defineasca implicit functiile y; = y,(y,,....,) si f(x)=y;(f,(x)....f.(x)),

xeU,pentrui=r+1q°?
Exemplul 15. Fie functile fi, fo, fs : IR°> IR, f(xy.z)=x+y+z,
f,(x,y,2)=x? +y? + 22, f,(x,y,z)=xy +yz+2zx; considerand F(u,v,w)=u?-v-2w,

F: IR IR, atunci F(f,(x,y,2)f,(x,y.2)f,(x.,2)) = 0, pentru (x,y.z) e IR>. Deci ecuatia
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F(uv,w)=0, pentru care F,=-1 si F,=-2, defineste v=v(w), respectiv
w = w(u,v); de fapt: f, = f2 — 2f, (respectiv f, = %(ff ~1,)) pe IR%,

Definitia 3. Fie f,f,f,,...f, : AcIRP— IR.
(a) Spunem ca f depinde functional de functiile f,,...,f, pe mulfimea B c A

daci exista o functie F : E < IR? - IR, F eCY(E) astfel ca:
f =F(f,f,....f,) pe B *)

adica f(x)=F(f,(x)....f,(x)) pentru orice x eB. Relatia (*) se numeste relatie de
dependenta functionala (pe B); in acest caz mai spunem ca functiile f,f,...,f, sunt
dependente functional pe B.

(b) Spunem ca f depinde functional de functiile f,f,,...,f, (pe A) daca pentru
orice a € A exista o vecinatate U c A a punctului a astfel ca f s& depinda functional
de f,...,f, pe U.

(c) Spunem ca functiile f,f,,...,f, suntindependente functional in a € A daca

nu existd nici o vecinatate Ue?, pe care functile f,f,..f sa fie dependente
functional.
Observatie. in acord cu definitia de mai sus putem spune ca functiile fenfy

sunt dependente functional pe B — A daca existé o functie nenuld F : E c IR® - IR
de clasa C* astfel ca ecuatia:

F( 1,...,yq): 0
sa defineasca cel putin o variabila y, in functie de celelalte gq—-1 variabile i
F(f,(x)....f,(x))=0, pentru orice x e B (definitie implicits a dependentei functionale). Si
in acest caz spunem ca relatia:

F(f,f,,...f,)= 0
este o relafie de dependenté functionalé (pe B).
in exemplul precedent o relatie de dependenta functionald este f2 —f, —2f, =0 (pe
IR3).

Urmatorul exemplu ne arata ca notiunile de independenta, respectiv

dependenta functionalad sunt extinderi naturale ale conceptelor similare studiate in
algebra liniara.

p J—
Exemplul 16. Fie fi(xl,...,xp):Zaijxj,i=lq. Aplicatiile liniare f,,...,f, sunt
j=1

elemente ale spatiului dual al IR-spatiului liniar IRP. Cum {dxl,...,dxp} este baza duala

p N
bazei canonice a spatiului euclidian IR” putem scrie f = Elaijdxj,lzlq. Sa
j=

presupunem ca p>(, r este rangul matricii J:(aij)zg Si d:det(aij)ij_ﬂ este un
=1p -

minor principal al matricii J.
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D(f,,....T, )

1. Daca r =q, sau, echivalent
Dix,,...,X

# 0, atunci aplicatiile f,...,f, sunt
q

liniar independente in spatiul dual L al spatiului IR". Functiile f,....f, sunt
independente si in sens functional; intr-adevar, daca ele nu ar fi independente
functional ar exista acIR®, Ue ¥ si o functie F : E < IR” - IR, F eCY(E) nenuls astfel

ca F(f,(x)...,f,(x)) = 0,x € U; derivand in raport cu x; obtinem sistemul liniar omogen:

! ! r '__
a,Fy, +aF, +..+aF =0,1=1p

care are doar solutia banala F =..=F =0 (matricea sistemului fiind matricea
nesingulara J); prin urmare dF =0, deci F = 0; contradictie!
2. Fie r <q. Atunci d:M;ﬁO iar {f,,...,f} este o baza a spatiului
D(xl,...,xr)

generat de f;,...,f,; prin urmare exista constantele unice 3, € IR astfel ca
f=>nf pelR”, i=r+1q
=1

relatii explicite care exprima dependenta(liniara si functionala) a functiilor f ,,...,f, de
functiile f,,...,f ; cu ajutorul minorilor caracteristici(teorema lui Rouché) relatiile
a, .. a, f

f =0pelRP,i=r+1q

arl s r
a; .. & f
reprezinta relatii de dependenta functionala implicite (care definesc unic functiile

f o).

Folosind teorema inversiunii locale vom extinde constatarile de natura
algebrica din exemplul precedent la alte functii.

Teorema 4. Fie f,f,....f, tAc IR® > IR functii de clasd C* astfel ca p>q si

D\f,....f . 3 . . ,
au)(x) # 0, pentru orice x € A. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
XX

@) f depinde functional de functiile f,,...,f, pe A ;
— q
(b) existd Ai:A — IR %, e C°(A)i = 1,q astfel ca df = > idf pe A.
i=1

Demonstratie. 1. (a)=(b). Fie a< A; din ipoteza (a) rezultd ca exista o
vecinatate U c A apunctuluiasiF: E C IRP > IR, F eCY(E) astfel ca:

f(x) = F(f,(x)....f,(x))x € U,

q
de unde df = Zﬁdfi; cum F e CYE) rezultd ca A, _F C°(U), de unde rezulta
i=1 i i

oy
(b).

2. (b)=(a). Fie a € A fixat. Definim aplicatia g: A — IRP prin
(%) = (£, () X100 X JX = (Xppee X, ) € A 1)
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D(fl""’fq) (@)#0, din teorema de
DXy, X,

inversiune locald rezultd ca existda Ue7, astfel ca g sa realizeze o transformare
regulatd de la U la V=g(U). Convenim sa notam tot cu g, respectiv f, f. restrictiile
g:U— V, respectiv f,f :U— IR sicu:

Cum jacobianul functiei g in a este detJ (a)=

Fi,hitV->U>IR, F=fogth =fogti=1q (2)

q

Conform ipotezei (a) exista functiile continue A, astfel ca df=2kidfi pe U deci
i=1

conform (2) avem

q q
dF, =dfodg™ = > (1, odg?)-d(f og*)= > adh, 3)
i=1

i=1

unde o, =%, odg™ este continua, i =1q.

Daca y = l,...,yp)z (£,(x),.... . (x)x ,Xp)e V, unde x e U atunci

h(y)=tlg(x))=f(x)=y.i=1q (@)

q P
Din (3) si (4) rezultd c& d F, = > o,(y)dy,, pentru orice i=1q si orice y e V, adica
i=1

K =0,i=q+1p; prin urmare F; depinde doar de variabilele y,,...,y, . Fie:

F( l,...,yq): Fl( 1,...,yq,yqﬂ,...,yp), y :( l,...,yp)e V, (5)
xeU siy=(f(X)f, (X)Xg0-%, ) = g(x). Din (), (2) si (5) avem

F(fl(x),...,fq (x)) = Fl(g(x)) =fo g’l(g(x)) = f(x),x eU,
adica f depinde functional de functiile f,,...,f, pe A si (a) este complet demonstrat.

Teorema precedenta ne inlesneste demonstratia urmatorului rezultat
fundamental, rezultat care reduce — ca in cazul liniar prezentat in exemplul 16 —
studiul dependentei functionale la studiul rangului matricii jacobiene.

Teorema 5 (a dependentei functionale). Fie f,....f. 1 Ac IRP - IR, g < p,
functii de clasa C astfel ca rangul matricii jacobiene J,(x) s& fie r pentru orice x € A,
unde f = (fl,...,fq). Atunci r dintre functiile f,,...,f, sunt independente functional in orice
ae A, iar celelalte g—r, daca r < g, depind functional de primele r functii.

Demonstratie. Fie aeA fixat. Putem presupune, cu o0 eventuala

D(f,...,f)

(@)= 0. Cum derivatele partiale ale functiilor f,...,f sunt
D(X,,...,X, )

continue, exista Ue 14, U c A astfel ca:

M(x) = 0, pentru orice x € U.
D(Xy,.,X, )

ATy

renumerotare, ca

In acest caz liniile matricii jacobiene corespunzatoare derivatelor partiale a functiilor

f..e-fy, desigur pentru r <q, sunt combinatii liniare a primelor r linii, deci exista
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q
functiile continue A,,...,A, : U — IR astfel ca df = Zkidfi pe U. Din teorema 4 rezulta

i=r+1
ca f, depinde functional pe U de functiile f,...,f. .
Daca r =q sa presupunem, prin absurd ca f,...,f. nu sunt independente

functional in a. Atunci existéd o vecinitate Ue 7, U — A si o functie nenula F : E < IR
— IR astfel ca F(f,(x)....f,(x))=0, pentru orice x € A. Fie G(x)=F(f,(x)....,(x)).

ok
Diferentiind fntr-un punct arbitrar x € U si notand y = (f,(x)...,f,(x)) obtinem:
q

4.6 = YK (1 = 23R, )2 (xkix, -0

i=1 j=1
de unde rezulta ca:

q af - o

SF (y)—-(x)=0j=1px eU,

i1 aX]-
adica un_sistem omogen care are ca matrice (considerdnd necunoscutele
Fy"(y)’izlq) exact matricea jacobiana; dar r=q<p, deci sistemul admite doar

. . oF . : y T
solutia banala; prin urmare a—zO,I =1q deci F este o constanta; contradictie! In
consecinta functiile f,,...,f, sunt independente functional in orice a € A.

Observatie. Demonstratia teoremei precedente localizeaza cele r functii
independente functional, prin intermediul minorului principal intr-o vecinatate a unui
punct ae A si, in consecintad si celelalte q-r functii dependente functional de
primele r. Teorema lui Rouché ofera o tehnica de determinare a unor relatii de
dependenta functionala.

Exemplul 17. Fie u=f(x+y+z)y=g(Xx-2y+z)w=h(-x+y+az) unde
functiile f,g,h e C'(IR) si sunt strict crescatoare. Sa se determine a < IR astfel incat

u,v,w sa fie dependente functional pe IR® si sa se gaseasca o relatie de dependenta
functionala.

Conform teoremei dependentei functionale trebuie sa impunem ca matricea
jacobiana s& aiba rangul r < 3. Determinantul functional in punctul curent (x,y,z) e

IR® este

1 1 1
D(u,v,w) =f.g-h|1 -2 1]=-3(a+1f g h.
D(xy.2) 11 o

Dar f(t)-g'(t)-h(t)>0, te IR; prin urmare pentru a e IR\{-1} functile sunt
independente functional iar pentru o = -1 sunt dependente. Fie a = -1; sa alegem,
D(u,v)
D(x,y)

IR si imaginea lui IR) putem scrie sistemul:
X+y+z="1%u)

de exemplu minorul principal # 0; cum f, g, h sunt inversabile (ca functii intre

x—2y+z=g‘1(v) ,
—x+y-z=h"*w)
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sistem care este compatibil nedeterminat; atunci, conform teoremei Ilui Rouché
minorul caracteristic este nul, deci:

1 1 f')
1 -2 g'v)=0
-1 1 h'w

reprezintd o relatie de dependenta functionald implicitd care se poate explicita; de
exemplu:

w = hlf*(u)- 2g7(v)]-
D. SCHIMBARI DE VARIABILE

Schimbarile de coordonate locale — in limbaj curent, schimbari de variabile —
sunt des folosite pentru simplificarea unor expresii, ori calcule, indeosebi la calculul
integralelor si la rezolvarea unor ecuatii diferentiale. In aceasta sectiune vom analiza
cateva tipuri de schimbari de variabile. Pentru a simplifica expunerea vom presupune
ca functiile analizate au toate calitatile impuse de context.

Schimbarea variabilei independente

Consideram expresia:

E-= E(x,y,y’,...,y(”)). (1)
unde x este variabila independenta, y = y(x) si n>1. Fie ¢ o transformare regulata
de clasa C"(deci (p'(t);t 0, pentru orice t din domeniul functiei ¢). Vom da raspuns

urmatoarei probleme: cum se transforma expresia (1) daca schimbéam variabila x cu
noua variabild independenta t folosind formula:

x = o(t);

daca notam Y(t) = y(e(t)), derivatele y' = ﬂ,y” _d ey = 9Y s vor exprima cu
dx dx? dx"
2 n
ajutorul derivatelor Y' = d—Y,Y" = ?jtj Y = ((jj_t:( iar expresia (1) devine:

E=E(Y.Y,.,Y"),
unde t este noua variabila independentd, iar Y = Y(t) este noua functie.

Pentru a rezolva problema pusa vom indica un procedeu de calcul al
derivatelor Y’,...,Y™ prin recurenta. Cum Y este o functie compusd, folosind regula
de derivare pentru functii compuse obtinem

g Y _dy dx_  dy

dt dx dt dx
de unde, cum ¢'(t) = 0, rezults ca:
_dy_1dv_ 1 -

dx ¢ dt o'

Aceeasi formuld o putem obtine folosind regula de derivare a functiilor
inverse; deoarece transformarea ¢ este regulatd avem y(x)= Y((pfl(x)) si derivand
rezulta:
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,_dY do? _dv 1 _1 dv
dt dx dt do ¢ dt
dt
Formula (2) permite stabilirea legaturii dintre operatorul de derivare in raport cu x

. d . , .
(necesar pentru calculul derivatelor y',y”,...):d— si operatorul de derivare in raport cu
X

t:% (folosit pentru a calcula Y, Y",...):

d 1 d
419 ®3)
X o dt
Operatorul di din relatia operatoriala (3) permite, prin recurenta, sa calculam
X

n m

y"y ,...,y(“). De exemplu: pentru calculul lui y” in relatia (3) operatorul di se aplica
X

o L, dy . d : y o . N
lui y', caci y =d— iar operatorul m actioneaza tot asupra lui y', dar exprimat in
X

functie de t, adica, conform formulei (2), scriem E(LJ . Deci

tLo
" d ' 1 d Y, 1 ’ n n !
dx o dt{ o [0)
Analog y”’:di:igw e
dx o' dt (0}
Observatie. De multe ori (in special in fizica, ori in aplicatiile ei) functia
Y = Y(t) se noteaza, prin abuz de notatie, tot cu y, iar derivatele Y Y”,... se

noteaza cu v,y,...

tc.

Exemplul 18. Ce devine ecuatia Xx°"+x’y"+xy'+y=Inx in urma
schimbérii de variabila x = e'?

o on , . d
Pentru a raspunde la aceasta intrebare construim operatorul de derivare ax
X

folosind, cu observatia precedenta, schema:

y(x) = y(t(x)) (1)
unde t reprezintd inversa functiei x = x(t) (in cazul nostru t(x)=Inx). Derivand (in
raport cu X) ambii membri din (1), obtinem:

Cay_dy dt_1dy_ldy_dy

- = = = =e 2
dx dt dx dxdt x'dt dt Y @)
dt
de unde:
d . d
—=e ' = 3
dx dt @)
oo dy' o dy' L d ot .
At . = = — = _ = — . 4
HNCE Y =k @° dt o dt(e y)=e(y-9) 4
Analog:
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14

W dy' _dy" . d _Zt 63 (i _ 30 4 2
V' = 58 e dt[ G-y)=e[-y-20-y=eF-3y+2y) . ()
D|n (2), (4) si (5) (prin inmultire cu x=€', x*=e?, respectiv x=e') ecuatia data
devine: y-3y+2y+y-y+y+y=t, deci y-2y+2y+y=t, adica o ecuatie care
defineste noua functie y=y(t).
Observatie. Uneori, indeosebi pentru rezolvarea unor ecuatii diferentiale, se
schimba rolul variabilei independente x cu cel al functiei y (adica se considera ca

solutia ecuatiei y = y(x) este o schimbare de coordonate, deci exista inversa functiei

y:x:x( )) Atunci Y(y):x, t=y si
, dy 1 1
dx Tdx X
dy
lar operatorul de derivare i = ii devine:
dx ¢ dt
d 1d
dx  xdy’

operator care serveste la calculul derivatelor y',y",y",... in functie de x,X,X,...
Exemplul 19. Ce devine ecuatia y'y” =3y"® schimband rolul variabilei

independente x cu cel al functiei y?
Pentru a rezolva aceasta problema consideram ca functia y:y(x) este

inversabild si x = x(y) este inversa ei. Atunci y' = _1 Si a._ li este operatorul de
X dx xdy
derivare;  deci  y"= dy’ _1d =2 dar y"= dy' _1d S
dx X dy X dx xdyl x
J— ‘2 ~
= —iw = —%()‘(")(’—3)’&2). Inlocuind y',y",y" 1in ecuatia datd obtinem
X X X
—ie(xx—Bx) 3—, deci X =0. Remarcam aici utilitatea acestei transformari;
X

ecuatia X =0 prin mtegréri consecutive ne da x(y): ay’ +by+c, unde ab,ce IR;
prin urmare solutia y=y(x) a ecuatiei date este definitd implicit de ecuatia
ay’ +by+c-x=0.

Observatie. Daca schimbarea de variabild x = x(t) nu este data explicit ci ca

solutia implicita a unui ecuatii de forma:f(x,t)=0, atunci x= ((jj_)t( = :' Si
Y 1ﬂ _Ldy , iar operatorul de derivare devine: i:—f—xi.
Cdx x dt f’ dt dx f, dt

Schimbarea variabilei gi a functiei
Ne propunem ca in expresia

E= E(x,y, y’,...,y(”)), (1)
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unde x este variabila independenta si y = y(x), sa schimbéam atat variabila x cu noua
variabilg u cat si functia y cu noua functie v = v(u) prin intermediul unei transformari
regulate de clasa C" definita prin:
{X = p(uv)
y =w(uv)
D(o.v)
D(u,v)
expresia (1) devine:
E= El(u, v, v',...,v(“))
unde v’,v",...,v(n) sunt derivatele functiei v (in raport cu variabila independenta u).

Cum x = o(uv(u)), iar y=wy(uv(u)), iar S—X = Z—(p + v’(u)ﬁ—(p, y_ov, v'(u)- N
u au

unde

este nenul in orice punct al domeniului de definitie. Cu aceasta

ov. du odu ov
obtinem:
dy
y':ﬂ:ﬂ:%(ﬁ_‘lﬁrd_v.a_wj_ )
dx dx o/ +Vve,{ou du ov
du

Relatia (2) ne permite sa extragem operatorul de derivare in raport cu X necesar
pentru calculul prin recurenta a derivatelor y”, y”’,...,y(”):

a__ 1 d (3)
dx o, +V'e. du’
De exemplu y” = 1 i[w“ +VWVJ :
dx o, +V'e, dul ¢+ Ve,

Observatie. Schimbarea de variabila si de functie descrisa este o
generalizare a schimbarii de variabila.

. L , dy .
Remarcam, de asemenea, ca si in acest caz derivata y' = d_y si operatorul
X

de derivare di se pot obtine dupa urmatoarea schema:
X

y(o(uv(u)) = v(uv(u) (4)
din care, prin derivare(in raport cu variabila independenta u) obtinem (2), deci si (3).
Derivatele y',y",y",... se pot obtine si fara operatorul (3) prin derivari succesive in (4).

Exemplul 20. Fie y = y(x) ecuatia unei curbe plane, unde y este de clasa
(1+y)*

c?® sa exprimam raza de curbura R = -
y

in coordonate polare p,o,

considerand p = p(o).
Deoarece x =pcos¢e Si y =psine, iar

dx , . dy .
—= =p'cos@—psing, —>=p'sing+pcose,
do do

atunci y' = dy _ 1 [p'sing + pcoso].

dx p'COSQ —psSine
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1 " H d 1 d
Pentru calculul lui y" folosim operatorul: — = —
dx p'cose-—psine do

: 1 d sin cos
deci y' = (p Q+p @]
p'cCosSp —psing d(p p'cosp —psing

3 1
(p'cosg —psing

7 [(p"sing + 2p'cos ¢ — psing)(p’cos — psing) -

n

p*+2p"” —pp
(p'COS(p—pSin(p)3

—(p'sing + pcos¢)p"cose — 2p'sing — pcose)] =

(p? +p)>
2

Prin urmare R = > -
p-+2p" —pp

Schimbarea variabilelor independente
Consideram expresia'

E = E(x Y,2,Z,, y,z z,zxy,z 2)
z

unde zeC"(A)Ac IR® , n 22, z = z(xy). Ce devine aceastd expresie dac
schimbam variabilele independente x, y cu variabilele u, v prin transformarea
regulata:
x = ouV)y = w(uv)
D(¢.v)
D(u,v)
in acest caz functia z=z(x,y) se transforma intr-o noua functie Z=Z(u,v) prin
compunerea:
Z(uv) = zlp(uv)w(uv)),
iar derivatele

0z 0z 0’2 0z oz azz
.. in derivatele —,— ,—, ...;

ox' oy ax2' du’'ou ' ou?
Cu aceasta expresia E devine:
E=E,(uv.2.2,,2,,2",,20,.2",....) .

Conform regulilor de derivare a functiilor compuse obtinem:
Zy =20, t Zyyy

de clasa C" (deci # 0 pe domeniul comun de definitie) ?

1o o ! [
Zv - Zx (Pv +Zy\|/v

de unde:
Z, =z, -v.z.],
D(o.v)
D(u,v)
7—5[% -9,Z,].
D(u,v)

Din aceste relatii obtinem operatorii de derivare:
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o 1 [,0 , 0
ox Doy _an_u_\v”a_v}
D(u,v)
o 1 [,0 ,0
5—w_%5‘%a}
D(u,v)
operatori care servesc la calculul derivatelor z" . ,z", ,z" . ...

Observatia 1. Ca si in cazul functiilor de o singura variabila se noteaza
uneori, prin abuz de notatie, noua functie Z = Z(u, v) tot cu z = z(u, v). Schema care
genereaza legatura dintre noile derivate z',,z', si cele vechi z},z; este:

v X1 “y

2(u,v) = Zfop(uv), y(u.v)] *)
adica exprimarea lui z ca functie de u si v direct (membrul stadng), respectiv prin
intermediul transformarii regulate x =¢(u, v), y = y(u, v), (membrul drept).

Observatia 2. Uneori este mai comod ca in locul egalitatii (*) sa folosim
schema

z(x,y) = Zlu(x,y)v(x.y)] ()
unde [u(x,y) v(x,y)] este inversa transformarii regulate [p(u,v)y(u,v)]. Tn acest caz

obtinem, prin derivare, direct functiile z,,z; exprimate in raport cu noile derivate

s

u’ v

V4

!
X !

[ ' ' "o ot i i ro.
Z,=2,-U +2Z,-V Z,=2,-U,+2,-V, ;

derivatele u,v;,u;,v, se obtin, aplicand regula Iui Cramer, din sistemele rezultate

prin derivarea partiala in raport cu x, respectiv y, a legaturilor x = o(u, v), y =y (u, v),
adica:
1=, U +o,Vv,  [0=¢ U +¢, -V,
O=w, U +y, Vi [l=y, U +y, -V,
Observatia 3. Dacéa transformarea regulatd (x, y) <> (u, v) este data sub
forma implicita:
{F(x,y,u,v)

=0
G(x,y,u,v)=0
D(F’G) #0 D(F’G) # 0 pe domeniul comun de definitie.

[

D(x,y) ¥ D(u,v)

Daca folosim schema (*) avem nevoie de derivatele partiale ale functiilor
X=x(u,v) , y=y(u, v) pe care le obtinem prin rezolvarea sistemelor liniare rezultate prin
derivarea relatiilor (0), adica:

Fx,+Ry,+F =0 _ FEx, +Ry,+F =0

Gx,+Gly,+G, =0’ GX,+G)y,+G, =0
Daca folosim schema (**), obtinem  uj,u;,v,,v, prin derivare in relatiile (0)

(0)

atunci

in raport cu x, respectiv y, tindnd seama ca u =u(x, y) si v =v(x, y), deci:
F+F-u +F-v,=0 F +Ru, +Fv, =0
G, +GU, +G,-v,=0" |G, +Gu,+G,v, =0
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Observatia 4. Daca expresia E contine o functie de mai multe variabile:

E= E(xl,...,x Y, y’xl,...,y'xp,y:lz,yzlxz,...)
unde y = y(Xi,...,Xp), Schimbarea variabilelor independente xi,...,x, cu variabilele
Ug,...,Up  prin intermediul unei  transformari regulate  definite prin
Xy =(pk(u1,...,up), k=1p se face analog.

2
, 0Z

Exemplul 21. Ce devine ecuatia coardei vibrante gt—f =a 5 unde, a =0
X

este o constanta daca trecem la noile variabile u, v definite prin u = x + at, v = x — at?

Rezolvare. Presupunem ca ecuatia datad defineste z e C* (IRZ). Cum noile
variabile sunt date sub forma explicita : u = u(x, t), v = v(x, t) este mai firesc sa
folosim schema (**):

z(t, x) = z(x + at, x— at). (1)
Derivand in raport cu t, respectiv x, obtinem din (1):

z\=a(z',-7,), z', =7'+7, (2)
de unde:

z\,=a (az;’z —-az;, —az;, +az), )

deci conform teoremei lui Schwarz:
" 2(5n " r \.

z, =a (zu2 -2z, + zvz),
analog z’, = (zﬁz +2zZy, +2Zy,+2), ) deci:

z',=2",+2z),+2/,

X u Vv

si prin inlocuire in ecuatia coardei vibrante obtinem :

z;,=0.

Exemplul 22. S& se transforme ecuatia cu derivate partiale de ordinul al
doilea:
, 0°Z o’z ,0°z 0z 0z

— — 2Xy X =X—+Y—
OX oxoy oy oX oy

prin trecere la coordonate polare.

Rezolvare. Din nou consideram ca ecuatia data defineste functia z=z(x,y) de
clasad C?. Transformarea regulata :

X=pCOSQ, y=psing, pe (O,oo),(p € (O,ZTE) definegte functile x = X(p,(p),
y = y(p.¢) explicit, prin urmare vom folosi schema (*):

z(p,p)=z(pcose,psing),
de unde , prin derivare, obtinem:

y

z —a—z—z’x’+z’y' = COS 6—Z+sin oz
P Top L TR Ty

z —a—z—z'x'+z'y’ = p(-sin %2 . cosel? )
1= g = IXe 2 Y =pl-sine 0% )

a , u 0z 0z <
Rezolvand sistemul in raport cu —,— rezulta:

oX oy
8—Z:c 10) Q-—Sm@a—z, 8—Z:sin g+COS(PQ . (2)
OxX op p Jp 0Oy o p ¢
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Pentru calculul derivatelor z',,z} ,z", extragem din (1) operatorii de
X y

derivare:
0 0 sine 0 o _ . 0  cos¢ O
—=cos¢p —-———, —=sinp—+ —
OxX op p dp 0y o p ¢
Atunci:
2 - .
a—izcosw i(COS(p a—Z-—Sm(Pa—Z)-sin(p i(cos(p §-—qu)a—z):
O op o p 09 op o p O9
_ ,  Sing_, sine j
=coso| coso-2", + z - z' |-
[ p2 P o P op

sin ) coS sin
——(P(—Sln(p-2;+COS(p-Zg(p— (pz:p— (pz”zJ:
P p p
2 . sin? sin?
=cos’ ¢-2", ——sinpcosoe-z; + 2(pz”2 + (pz; (2)
Fop p @ p

0’z 0 (oz 0 , sing _, ) cosp 0 . sing _,
=—| — |=sinp—| cosp -z, — z, |+ —|cosep-z, ———2z |=
oxoy oy \ ox op o] p Op o]

. sin sin coS ) cos sin

=Sln(p(COS(p-Zgz + 2(P z, ——(pz(;pJ+—(P(— sing -z, +cose-z; — (psz - (Pz”zjz
p Y p p p°

H " 1 2 2 " Sin(PCOS(P " 1 2 2 ’

= SIiNQCos-z , +— (cos ¢—Ssin (p)Zp(p - Z:.+t—3 (sm (¢ —CO0S (p)Z‘p -
p p p
1 . ,

——Ssinecose - z; 3)

0’z ooz o , cosg _,) cose O ( . ,  cos¢ _,
> =—|— | =sinp——|sing-z, + z! |+———|sing-z, + z! | =
oy oy \ oy op p p Jo P

. . Cos CoS cos : sin cosop _,
=Sln(p(SIn(p-Z;2— 2(pz(p+ (pz;’)pj+—(p (cos -z, + sing-z,, - (pz:p + S(Pz(pzjz
p p p p
: 2 cos’® Sinecos cos’®
=sin’p - zgz + —sinpcosez;, +_2(p z"', -2 pLOSP z, + i z, 4)
P P ¢ P P

Inlocuind acum relatiile (1), (2), (3), (4) in ecuatia data avem:
z, (p2 sin® ¢ cos® ¢ — 2p® sin® ¢ cos® ¢ + p® sin® ¢ cos? (p)+
+z! [— 2psin® pcos¢ —2p Sin(pCOS(p(COSZ ¢ —sin? (p)+ 2p sing cos® (p]+
+z/, (sin4 ¢ + 2sin? pcos? ¢ + cos’ (p)+
+2z), [2 sin® ¢ cos ¢ — 2psing cos (p(sin2 ¢ — Cos?> (p) —2singpcos® ¢ +
+sinp cos ¢ — sinp cos |+
+2z (sin4 ¢+ 2psin® pcos® ¢ +pcos’ ¢ —pcos® ¢ —psin? p):O.
In consecinta ecuatia dat& are, in coordonate polare, forma:
0%z

207
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Schimbarea variabilelor si a functiei
Sa consideram o expresie care contine variabilele independente x si y si

functia z=z(x,y) de clasa C”(n21) si derivatele sale partiale. Ne propunem sa

schimbam acum si variabilele x,y dar si functia z. Consideratiile pe care le vom face
se extind cu ugurinta pentru functii de mai multe variabile. Fie deci expresia:
_ ! ! n " "
E= E(x,y,z,zx,zy,zxz,zxy,zyz...)

si transformarea regulata definita prin:

x = ¢o(u,v,w)
y =w(uv,w)
z = f(u,v,w)
unde o,y,f sunt de clasad C" si M?&O. Dacd u si v sunt noile variabile
D(u,v,w)

independente, iar w=w(u,v) este noua functie, expresia E devine:
E=E (u,v,w,w',w' SW W wW L)
1 u \' u \%

uv?

Pentru calculul lui z},z; putem folosi doua scheme:

1). Consideram ca x=x(u,v), y=y(u,Vv) si legatura
z(x(u,v),y(u,v))=f(u,v,w(u,v)) ™)
Atunci:

! ! ! ! _ ! ! !
{zxxu +zy, =T +f,w,
1A

y

(1)
’ !’ !’ !/ ’ ’
ZX, +20y, = f, +1 w,

Dar x(u,v)=¢ (u,v,w(u,v)) si y(u,v)=y (u,v,w(u,v)), deci:
Xy = @y + O, Yu = Wy + YW,
X, =0+ QLW Yy = vl yLw,
relatii care inlocuite in (1), dupa rezolvarea sistemului dau:
%:A%_,_Ba_w’ 8_22 6_W+D% (2)
oX ou ov oy ou ov
unde coeficientii A,B,C,D sunt functii de u,v,w. Tot din (1) prin derivari succesive in
raport cu u, respectiv v, sau direct din (2) obtinem z’,,z] , etc.

21 &xy
2). Cea de-a doua schema se foloseste de regula cand primele doua expresii
ale transformarii regulate sunt de forma:

x =o(u,v) D(p.v)
{y = y(u,v)’ D(u,v) #0 ®)
sau daca u=g(x,y), v=h(x,y). Atunci relatia:
z(X,y)=f(u(x,y),v(x.y),w(u(x,y),v(x.y)) (**)

ne permite calculul derivatelor z,z|, ... direct:
2l =l + v+ (widl +wi V)
{z’y =fu, +fv, +1, (Wl'ju'y + W'Vv'y)
dar presupune aflarea derivatelor partiale ul,v|,u;,v, pe care le obtinem prin

derivarea relatiilor (3):
x=@ (UCGY).VXY)) Y=y (uxy).v(x.y)).

97



De exemplu, derivand in raport cu x obtinem sistemul liniar:
1=, + 9,V
{0 = WU YLV,
de unde rezulta u’ siv.

Exemplul 23. Sa se transforme ecuatia cu derivate partiale de ordinul al
doilea

0%z 0’z 0’z _
— + =
ox* oxoy oy’

R o . y , z
luind ca variabile independente u=x+y, =4 si ca noua functia w=—, unde w=w(u,v).
X X

Rezolvare. Ca de obicei, presupunem ca ecuatia data defineste functia
z=z(x,y), de clasd C?. Cum u=u(x,y) si v=v(x,y) folosim schema (**):
2(x,y)=xw(x+y, )
X
Atunci:
y

X2

Y

! ! ! ’
z) =w+x[wu— ij:W—FXWu—;WV ;

14 _ ! y ! ! 14 y ”n y !
ZX2 =W, _X_ZWV + W, +X (Wuz —?WUVJ'FFWV —
2
Y w! —lzw”2 =2WL+XW”2—2XW3V+y—3W"2 ;
X X= v u X XV
[/— ! 14 y L4 y 14 .
Z3 =W +XW, + (1w, — =Wy
X X

1 1

[ ! ! _ ! ! H [/ — " 14 "

z,=x( w, oW, )= xwj, +w), si 2, =xw’", +2Wuv+;Wv2.
2

W -o.

Inlocuind in ecuatie obtinem —;
v

E. EXERCITII

Exercitiul 1. Sa se arate ca functiile definite la exemplele 4 si 5, cap. 2, sunt
schimbari de coordonate.

Exercitiul 2. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt schimbari de
coordonate:

@) f(x,y)= [ cosy,e*siny) f: IR®>IR?

(b) glx.y)=(x2+y2x2~y?) g (0,0)x(0,0) > IR?

(©) h(x,y)=(ycosx,xcosy) h: IRxIR —>IR?

Exercitiul 3. Fie v=r’ —e +2cos6e, un camp vectorial in coordonate
sferice. Sa se arate ca:

- 2 . — .
(@) divv = 4r —?sm 0, rotv= r(cos Oe, —sin20e, —sin eee),
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(b) graddivv = r%[(Zr2 +sin e)é, —COoS eée], rot graddivv = 0 si divrotv =0.

Exercitiul 4. Sa se arate ca in coordonate sferice
(@) cAmpul v = 3r’pe, +r°-€e, este irotational si divv = 12rp +rctge;
(b) cdmpul v =2¢e, +r-e, este biscalar;
(c) campul v =f(r)e, este irotational, unde f € CX(IR);
(d) cAmpul f(r, ¢, 8) =e* Inr + C este potentialul scalar al campului
1 e[_ Blnr _ _j

vectorial v=—e”| e +——e_+o¢lnre, |.
p sin@ °
Exercitiul 5. Sa se arate ca, in coordonate cilindrice :

, _ , 1 _
(@) grad (p2 +2pcos¢p—e’sin (p)= 2(p +cos (p)ep —(2 S|n(p+geZ cos (pJeq)—
—e’singe,;

. - 1/ . . . —
(b) grad (pCOS(p+ zsin? (p)ZCOS(pep +—(zsm2 (p—psmq))éq) +sin® pe,;
P

(c) grad (pcos¢+pz+zsing)=(cos¢ +z)e, + E(z COSQ —pCOSQJE, +
p

+(p+sino)e, .

Exercitiul 6. Sa se verifice conditiile din teorema functiilor implicite pentru
functiile definite la exemplele 5, 6, 7, 8 si 9.

Exercitiul 7. S& se arate ca ecuatia x° —3x*-e” +arctgy =0 defineste o
functie:

() y = y(x) care admite un minim local in x =0;

(b) x = x(y) care admite un maxim local Xmax = x[?} =0;

(€) x =X(Y) , Xmin= x(?} =0.

Exercitiul 8. S& se arate c& ecuatia e”** =2ch(xy) defineste o functie
y=y(x) care verifica ecuatia diferentiala 2y’ + xy"" = 0.

Exercitiul 9. Sa se arate ca functia y=y(x) definitd de ecuatia
(x2 + yz)3 +1= 3(x2 + yz) verifica ecuatia x y" = (y')3+y'.

Exercitiul 10. Aratati ca, intr-o vecinatate a punctului (1, 1, -2), functiile
y=y(X), z = z(X) definite implicit de sistemul

{x +y+2z+3=0

x*+y* -z =1
s ™ 2 2 2 . 2 4 2
verifica relatiile: d;y = —dx, d,z=0, djy = gdx si djz = de :

Exercitiul 11. Sa se verifice conditiile de aplicabilitate a teoremei functiilor
implicite pentru:
(@) 1 IRXIR®SIR®, f(X,Y,Y,.ys) =
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:(x2 +Y 4y, X+Y Yyl +yi -3, y1+y2), pentrua=0, b= (-1, 1, 1);
(b) f:IR*x IR’ IR, (X, X5, Y1, ) = (xf —xX2-yl+ys X +y? +y§).
Exercitiul 12. Sa se arate ca:
(a) exista z=z(x,y) definita implicit de ecuatia x* + 2y® + xy + 3z —z-9=0

pentru care: d;, ,Z = gdy;

(b) ecuatia x® —y® + z* — xz + 1=0 defineste o functie implicitd z=z(x,y) pentru
care d*wo)z = —9dx?;

(c) sistemul x+yz-uv-v®=0, x-y+u®-v®=0 defineste implicit functiile
u=u(x,y,z), v=v(X, y 2) pentru care:

1

AV = dX += dy+ dz duaa)V = dx += dz si U, (1)) = ETS

(d) ecua’;la e’ +X —2x+y2 +2z=0 deflne§te functia z=z(x,y) pentru care
d(lo)z =0.

Exercitiul 13. Aratati ci nu exista f : IR” - IR, injectiva, de clasa C*.

Indicatie. Presupunem céa existd o asemenea functie; aplicand teorema
inversiunii locale pentru g(x,y)=(f(x,y),y) se constata o contradictie.

Exercitiul 14. Fie u _f(y Zj \Y; :g(z+xj,w:h(x+yJ, unde
Z+X X+Yy y+2

f,g,h eCY(IR), f si g sunt strict crescatoare si h strict descrescatoare. Sa se arate ca
u,v,w sunt dependente functional si sa& se determine o relatie de dependenta
functionala.

Exercitiul 15. Fie f,g,h : IR — IR" schimbari de coordonate. S& se arate c&
functiile:
u=f(ax+2y-2z), v=g(-x-y+2z), w=h (x+ 3y - 2z).

. . . y 5 . y .
sunt dependente functional daca si numai daca o = Z; in acest caz sa se determine

o relatie de dependenta functionala.

Exercitiul 16.

. ax+ay+a,z bx+b,y+b.z CX+C,y+C,Z .

Fie u=—t 2Y + 8 , V=—1 2Y + D5 , w=-"1 Y+ Cq definite pe
m,X + M,y +m,z nX + N,y + N,z P.X +PLY + P,z

domeniul maximal comun A. Sa se arate ca u,v,w sunt dependente functional pe A si
sa se determine o relatie de dependenta functionala.
Indicatie. Functiile u,v,w sunt omogene in sens Euler, iar sistemul obtinut
prin permutdri circulare din ecuatia x(mu-a,)+y(mu-a,)+z(mu-a,)=0 este
s . _ o aX, +..a,X,
compatibil nedeterminat; pentru generalizare se considera u, =f,| ————
MyX, + ..M X,
k=1n unde functiile f, sunt transformari regulate.
Exercitiul 17. Fie ux : A ¢ IR® - IR, u eCYA)k=1,n, n< p si

f =F(u)k=1nf,=F_ (u,..u)i=1,m unde F,k=1,n sunt transformari
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regulate, iar F,, eC'E), Ec IR", i=1m. Sa se arate ca functile f,...f . sunt

dependente functional si sa se determine relatii de dependenta functionala.

Exercitiul 18. S& se determine o functie f: IR — IR de clasa C* astfel ca
functiile g = f (x + y), h=f(x)f(y) sa fie dependente functional.

Exercitiul 19. Fie f, g, h, k : IR —» IR schimbari de coordonate si s = f(x - 2y+
tz-t),u=9g(2x-y+3z-3t),v=h(x+y+z+t),w=Kk(2x + (a-1)y + 2z + at). Sa
se arate ca functiile s,u,v,w sunt dependente functional daca si numai daca a=0; in
acest caz sa se determine o relatie de dependenta functionala.

Exercitiul 20. Fie f, g, h, k : IR — IR schimbari de coordonate, s=f(x), u=g(y),
v=f(z), w=k(t), unde x =arcosesind, y=Dbrsinesin6, z=crcos6, t=dr, a,b,c,d €
elR, iar (r,¢,0)e (0,0)x(0,2n)x(0,n). S& se determine conditii suficiente pentru ca
s,u,v,w sa fie dependente functional si s& se indice, in acest caz, o relatie de
dependenta functionala.

Exercitiul 21. Ce devine ecuatia (x+1)°y" +3(x +1f’y"+(x + 1)y’ =0 daca se

face schimbarea de variabild x +1=e'?

Raspuns. '3'/':0.
Exercitiul 22. Si se arate ca ecuatia (1+x°)y"+2x(1+x*)y'+y=0 se

transforma prin schimbarea de variabila x =tgt in ecuatia §+y =0.

Exercitiul 23. Sa se arate ca prin schimbarea rolului variabilei x cu cel al
functiei y:

(a) ecuatia y"+2yy’> =0 devine X =2y X

(b) ecuatia 2xy” —-5y’> +3y'=0 devine 2xX+5x+3%* =0

(c) dacd y'?y" —10y'y"y” +15y"® =0 atunci exista a, b, ¢, d € IR
astfel ca x(y) = ay® +by? +cy +d.

Exercitiul 24. Fie expresia E(x)=(x* +13)y"(x)+(x2 + 2)y'(x), unde x=x(t)
este definita implicit de ecuatia:

In(x2 + 1) = 2arctg% .

Stiind ca x(1)=0 si ca y(1) =1, unde y este derivata a doua a functiei y(t) = y(x(t)) sa
se arate ca E(0) = 13.

Exercitiul 25. S& se transforme ecuatia 2y”—(x +y)1-y')’ =0 schimband
variabila si functia prin relatile x-y=u, x+y=v, unde v =v(u).

Raspuns. v" = 2v.

Exercitiul 26. Ce devine ecuatia diferentialda de ordinul al doilea
y”+(x+y)(1+y’3):0 dacax=u+v, y=v-—u,iarv=v(u)?

Raspuns. v"+8w"” =0.

Exercitiul 27. Sa se transforme ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai
X-z, =yz, in coordonate polare.

Raspuns. z, =0.

Exercitiul 28. Ce devine ecuatia :
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2 2 2
2 20 f—xy 0z —x28 §—2x%+ya—2:0
OX oXoy oy oy oy
in noile variabile independente u = x* —2y?, v =x?+y?*?

Raspuns.  2(u+2v)v-u)z!, =(2u+v)z..

’z 0%z

Exercitiul 29. Sa se arate ca ecuatia lui Laplace 8—2+W:0 are, in
X

coordonate polare, forma:
o2 0%z . 0%z ‘o 0z
op® 09>  op
Exercitiul 30. Sa se transforme ecuatiile:
2 2
@ xS 2y o

0%z 0%z
b) 4x* — —4x
(b) ox? Y OX

=0.

—, U=Xxy v="
ayz ) ) yl

2
+y° 0 f +6x§:0, u=xy?, v=y,
oy oy OX
unde u,v sunt noile variabile independente.
Raspuns.

(@) 2uz!, =z,; (b) 232 =0.
Exercitiul 31. Sa se determine laplaceanul unei functi feC*(IR®) in
coordonate sferice.

0°F 10°F 1 0F 20F 1 oF
st 55t 5 > +——+—Ctgo—.
o r-o0° r°sin“"0op” ror r 00
Exercitiul 32. Sa se determine a,be IR astfel ca ecuatia cu derivate partiale
de ordinul al doilea ZZZ -3z}, + 22;2 =0 sa aiba forma z/, =0,dacdu=x+ay, v=

Raspuns. Af =

X + by sunt noile variabile independente.
Exercitiul 33. Sa se transforme ecuatiile:

(@) 2xz’y+xyz;2 =2,Uy =X, V=X, W=XZY;

— u -
1+uv’ l+uw’
(c) 212 +22§y+z;2 =0, U=X+y,V=X-Yy,W=Xy - Z,

(b) Xz} +y°z, =2°, u=x,y=

unde u,v sunt noile variabile independente, iar w = w(u,v).

Raspuns. (a) w’, =0; (b) w;=0; (c) w’, :%_

Exercitiul 34. Sa se arate ca functia z = z(x,y) definitéd implicit de ecuatia

f(x? +y?,ze ¥ )=0, unde feC*(IR?) verifica ecuatia yz, - xz, = (y-x)z (*);

y D 1 1 . e :

sa se arate apoi ca luind u=x?+y*, v=—+= ca noi variabile independente si
Xy

w=Inz—x-y, unde w=w(u,v), ecuatia cu derivate partiale (*) se transforma in

ecua’;iaa—W:O.
ov
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FORMULA LUI TAYLOR. EXTREME

Vom extinde in acest capitol formula lui Taylor la functii scalare de mai multe
variabile de forma f : A = IR - IR. Reamintim c& in cazul p=1, daca A este un
interval, feCn+1(A) si a,xeA, atunci exista un & intre a si x astfel incat:

51 1
fx) =Y —d'f(x —a) + ——dI"f(x —a *
(x) gk!a( ) (n+1)!§( ) *)
Vom arata ca si pentru p>1, in anumite conditii, existda o formula similara,
adica putem sa aproximam intr-o vecinatate Ve 7/} functia f cu polinomul Taylor Ty

(de grad n):

n

f(x) = T,(x) = Z%d';f(x _a).

k=0 ™+

Una din problemele cele mai stringente din tehnica, economie, etc. este cea
a optimizarii diverselor procese; optimizarea unui proces consta in aflarea extremelor
(minime ori maxime) unei functii — functie care modeleazd matematic procesul
respectiv — in anumite conditii impuse variabilelor — conditii care dau domeniul de
definitie al functiei. De aceastd problematica se ocupa teoria optimizarii. Noi vom
aborda aici doar cateva tehnici de depistare a punctelor de extrem (locale, uneori Si
globale) si a naturii acestora folosind formula (*).

A. FORMULA LUI TAYLOR

Fief: AcIR° > IR0 functie reala de p variabile reale, p>1.
Definitia 1. Daca f este diferentiabilda de n ori in punctul acA atunci functia
polinomiala T, : IR® - IR

T.(X)= f(a)+%daf(x—a)+...+ild’;f(x—a), xeA
n!

se numeste polinomul lui Taylor de grad n asociat functiei f in punctul a; notand

d2f = f(a), atunci putem scrie T, (x) = Z%dgf(x —a). Functia:
k=0 M+

Rn: A > IR, Ru(X)=f(X)-Tn(x), xeA
se numeste restul de ordinul n, iar relatia

f(X)= Ta(X)+ Rp(X), XeA
o numim formula lui Taylor de ordinul n, sau dezvoltarea Taylor a functiei f in jurul
punctului a.

Observatie. Folosind operatorul de diferentiere d avem

®
df =(aidxl+...+aﬁdpr () :
Xl

X
p
daca a=(ay,...ap), X=(X1,...Xp), atunci:
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5 5 (k)
df(x-a)=|(x,—a,)—+...+(x, —a,)— | f(a).
f(x-a) (( 1A g et p)aXJ (2)

Pentru a extinde formula (*) valabila pe intervalul A pentru cazul p>1 avem nevoie de
doua notiuni noi: cea de segment si cea de multime convexa.

Definitia 2. Fie x,ye IR”. Numim segment inchis care uneste punctele x si y
multimea:

[x.y]={x+t(y-x) e IR°|tef01] }.
Multimea

(xy)=1{x+ty-x elR?|te(01) }= IR’
se numeste segment deschis. Dacé pentru orice x,yeAcIRP, [x,y] <A, spunem ca A
este o mulfime convexa.

Teorema 1(formula lui Taylor). Fie AcIRP o multime convexa sif: A—> IR0

functie de clasa C™! pe Asi acA=A. Pentru orice xeA exista un Ee(a,x) astfel ca

1
(n+1!
Demonstratie. Sa consideram a=(ay,...ap), X=(X1,...Xp) $i functia F : [0,1]>IR
definita prin:
F(t) =f(a+t(x-a))=f(a, +t(x, —a,),....a, +t(x, —a,)).
Cum f este de clasd C™* rezultd ca F este derivabild de n+1 ori, cu derivata F™?

continua. Din formula lui Mac-Laurin rezultd ca pentru orice te[0,1] exista 6<(0,1)
astfel ca:

f(x) = f(a) + %daf(x —a)+ % d2f(x —a) +...+ %dgf(x —a)+ d2f(x - a).

t2 tn tn+l

t 1 " n n+1)
cum  f(x) = F(1) = F(O) + ~F (0) + ...+ “F™(0) + —~_F®D(@), avem nevoie de
il nl (n+ D!

valorile explicite F'(0),F (0),...,F™ si F™¥(0). Conform regulilor de derivare a
functiilor compuse si observatiei precedente obtinem:

F(t)=(x, —al)aan(a+t(x—a))+...+(xp —ap)(fo(ath(x—a)) =

1 p

1 p

@
= {(x1 _al)£+...+(xp —ap)i} fla+t(x-a)).
Ox OxX

F(t)=(x, —al){(x1 —al)sx—];(a+ t(x—a)) +...+ (X, —ap)%(a+ t(x —a))}t

1 19%p

(X, —ap){(xl —al)%(mt(x-a))+...+(xp —ap)SX—Z(aH(x—a)):l _

p

5 5 (2
:[(xl—al)—+...+(xp—ap)—} fla+t(x-a)).
OX OXp

104



o |: P P }(“)
FP)=|(X,—a)—+...+ (X, —a,)—| fla+t(x-a)).
OX, OX

p

(n+1)
F(n+) (t) = |:(X1 _ al)i + ...+ (xp - ap)—} fa+t(x—a)).
oX OX

1 p
Prin urmareF(0) = f(a), F'(0) = d_f(x —a), F (0) = d2f(x — a),...,F"(0) = d’f(x —a), iar
F™(0) =dI"f(x —a), unde £=a+6(x-a)e(a,x).
In consecinta:

F(1) = f(x) = gle‘k’() (njl)!F(“”’(e):g%? } +(ni1)!é

si formula lui Taylor este demonstrata.
Observatia 1. Pentru n=0, din formula lui Taylor rezulta

f(x)-f(a)=d.f(x-a) = Z—(g) X, —a,), &e(ax), egalitate care

constituie o generalizare (pentru p>1) a formulei cresterilor finite a lui Lagrange.
Observatia 2. Restul de ordinul n din formula lui Taylor:

R,(X) = ——d"f(x-a), £e(aX)
(n+1)!

ne permite sa evaluam eroarea din aproximarea de ordinul n:
f(x)= T, (X) = zk dif(x —a), xeA,
k=0

in cazul in care derivatele partiale de ordinul n+1 ale functiei f pe A (care intervin in
expresia diferentialei de ordinul n+1) sunt marginite de aceeasi constanta M>0:

M P n+1 M -pml
00 =T,00f = Ra0l < 5 (;lxi —ail] <aor2

Observatia 3. Daca a=0=(0,...,0)eA, formula lui Taylor:

1 8 o\ 1 5 o\
f(x)=f0)+ Y —|x,—+...+x. — | f(0)+ X +. X — f(6x
(x)=10) kz_llk!( "X, "axpj ©) (n+1)![ " ox, papr ()

n+1

se numeste formula lui Mac-Laurin.
Observatia 4. In cazul p=2 (folosind binomul lui Newton) dezvoltarea Taylor
a functiei f in jurul punctului (a,b)eA (sau dupé puterile lui x—a si y-b) devine:

1| of of
f(x,y) =f(a,b) + f{& (a,b)(x —a) + E(a, b)(y - b)} +

1[ 6% o%f 2
+ 2'[8 >~ (@b)(x —a)® + Y — (a,b)(y -b) }f

105



=y Z “ka e (@b)(x—a)"*(y —b)* + R, (x,y),

unde:
n+1 an+lf

1 Kk n+1-k k
R,(Xy) = D) & Cha m(én)()(—a) (y-b)",

E=a+0(x—-a), n=b+606(y-b), cube(0,1).
In acest caz graficul functiei f este o suprafata de ecuatie:
S:z=1(xy), (X,y)eA.
S& presupunem ca feC?(A), Aapyf =0 = d(za’b)f si U este o vecinatate a punctului

(a,b)eA.
Aproximarea de ordinul 0: f(x,y)=T,(x,y)=f(a,b), (X,y)eU inseamna, din

punct de vedere geometric, ca daca (x,y)eU punctul M(x,y,f(x,y)) este inlocuit cu

punctul Mo(X,y,f(a,b)) apartinand portiunii de plan paralel cu xOy de ecuatie:
So:z=To(a,b) =f(a,b), (x,y)eA,

aproximare care, in general, este nesatisfacatoare chiar daca vecinatatea U este

“mica”.(vezi Fig.1.)

z

Fig.1.

Aproximarea de ordinul intai: f(x,y) = T,(x,y) = f(a,b) + d,,,f(x -a,y -b), (x,y)eU este

mai find, caci presupune inlocuirea punctului M cu punctul M;(X,y,T1(X,y)) din
portiunea de plan tangent in punctul P(a,b,f(a,b)) la suprafata S:

S1:z2=Ti(Xy), (X,y)€A.
(vezi Fig.2.).

Aproximarea de ordinul al doilea:
f(x,y) = T,(x,y) =f(a,b) +d,,,f(x-a,y-b) + = d(ab)f(x -a,y-b), (x,y)eU

este mai fina decat precedenta; in acest caz punctul M(x,y,f(x,y)) de pe graficul S,
(x,y)eU este inlocuit cu punctul Ma(x,y, T2(x,y)) apartinand suprafetei de ecuatie:
S2:z2=Taxy), (xy)eA,
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suprafata tangenta in P(a,b,f(a,b)) la suprafata S si care are drept plan tangent in P
planul S;(vezi Fig.3.).

! / Z:TZ(va)

i {a,b,f(a,b))

5, y

Fig.3

Exemplul 1. S& se dezvolte polinomul f(x,y,z) = x3+y3+xyz—z?+xy+x-z+1
dupa puterile lui x-1, y+1 si z-1.
Rezolvare. Vom folosi dezvoltarea Taylor a functiei f in jurul punctului

a=(1,-1,1)e IR®. Cum f este un polinom de gradul al treilea d*f=0, deci R3(x,y,z)=0 si
formula lui Taylor este:

f(x,y,2) =f(1-1D)+d,_,f(x-1y+1z-1)+ % df, f(x-1y+1z-D+ i6L de1pf(x-1y+1z-0)

Dar df = 3x*dx + 3y*dy + yzdx + zxdy + xydz — 2zdz + ydx + xdy + dx — dz,
d*f = 6xdx? + 6ydy? + (zdy + ydz)dx + (zdx + xdz)dy + (ydx + xdy)dz — 2dz? + 2dxdy , iar
d,f = 6(dx® + dy® + dxdydz) .
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Calculam acum f(1,-1,1)=-2, d,_,,,f = 2dx +5dy — 4dz, di_,,f = 6dx® — 6dy* — 2dz* +
+ 4dxdy + 2dydz — 2dzdx ; prin urmare:
fX,y,2) =2+2x -D+5(y+1) -4z -D+3(x-D*-3(y+1* - (z-1D* +
+2X =Dy +D+(Y+DEZ-D-Z-DX-D+ (X - +(y+ D> +(x - D(y +D(z-12).
Observatie. Polinomul f din exemplul precedent este un vector din spatiul
liniar IR3[X,y,z] al polinoamelor de trei variabile de grad mai mic sau egal cu trei
exprimat in baza canonica B.={1, X, y, z, Xy, yz, X%, Y, Z%, X%y, X°z, ¥’X, ¥z, 7°X, Z°%,
X3, v3, 23, xyz} (dim IRs[x,y,z]=20). Dezvoltarea lui f dupa puterile lui x-1, y+1, z-1
inseamna de fapt exprimarea acestui vector in baza B={1, x-1, y+1, z-1, (x-1)(y+1),
(y+1)(z-1), (-1)(z-1), (x-1)% (y+1)%, (z-1)% (x-1)°(y+1), (x-1)*(z-1), (y+1)*(x-1),
(y+1)*(z-1), (z-1)°(x-1), (z-1)*(y+1), (x-1)°, (y+1)*, (z-1)°, (x-1) (y+1) (z-1)}.
Exemplul 2. Folosind formula lui Taylor de ordinul al treilea sa se calculeze
valoarea aproximativa a numarului (0,9)**
Rezolvare. Ne intereseaza valoarea functiei f(x,y)=x’ in punctul (x,y)=(0,9;
2,1); vom alege drept punct (a,b) in jurul caruia vom dezvolta functia f unul in care
putem calcula exact functia f si derivatele sale partiale si, totodata, cét mai apropiat
de (x,y). Fie deci (a,b)=(1,2). Atunci:

1
(0,9)*' =f(x,y) = T,(x,y) = f(12) + d ., f(x —a,y —b) + §d<21,2)f(x —a,y—b)+

L 1 1) 1 1 1) 1 1 1
F T f(c-ay-b)=1+ d(lz)f(—ﬁ,ﬁj +Ed(zl2)f(_mﬁ] WL dﬁlz)f(_ﬁ’ﬁj |
Cum d,f = yx?tdx + x¥ In xdy | o= 20X, d(le)f — X dxdy + y[(y D)X 2dx +

+xIn x]dx + (yxy’ldx +x’In xdy)- Inxdy + x>~ dxdy |, ,,= dxdy + 2dx* + dxdy =

2 7
= 2dx(dx + dy), iar d>..f = 7dx?dy, rezultd ca (0,9)** =1- —+ — =0,807 .
( ), 1.2) y (0,9) 10 1000
S& remarcdm ca aproximarea de ordinul 0 este (0,9)*'=To(x,y)=1, iar cea de
ordinul al doilea este (0,9)>'=T;(x,y)=0,8. In nici unul din aceste cazuri nu avem o

estimare a erorii comise. Daca dorim sa calculam o expresie cu o precizie prestabilita

Exemplul 3. S& calculam N=.41-409 cu doua zecimale exacte.

1 1
Consideram functia f(x,y) =x?y* pe care o dezvoltam in jurul punctului (4; 1).
Deoarece N=f(x,y) unde x=4,1 si y= 0,9, conform formulei lui Taylor exista £<(4; 4,1)
sine(0,9; 1) astfel incét'

_f(41)+z d(k“) ( ! 1]+R x,y) ,

10" 10
1 mig 11
unde R, (X,y)=———di,fl — . Trebuie sa gasim un nelIN minimal astfel ca
(n+1! “V {10’ 10

<107 , unde (x,y)—(4 1; 0,9). Deoarece:

1
(éﬂ) 10 10

R, (x,y)|=|d

R M R R - (G Y o

iar
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. 1,55 1 . 3
fx(i,n)=§§ 2ﬂ4<§ st f, (in)——T<—, atunci |R0(x,y)|sE si

aproximarea de ordinul zero: N=To(x,y)=f(4,1)=2 nu pare sa fie satisfacatoare. Sa
incercam o estimare cat mai fina pentru restul de ordinul intai. Cum

R0Yl= 5 8l 3535 ) =3 - ) gor —gor )+ 15, (o <
<o) 2 e+ )
iar
.(&m)|= jazi <
£, (&)= %aif S

rezultd ca |R1(x,y)|<i 1,10.5 <i, deci putem afirma cu certitudine c&
200132 24 24) 100

aproximarea de ordinul intai:
1 1 1(1 1
N=T.(x,y)=f4D)+d, . f|l ———|=2+—| ——=|=2-0,025=1975
(% y)=f(4D +d,, (10 10) 10(4 2) ]
este o evaluare cu doua zecimale exacte a numarului N.

B. EXTREMELE LOCALE ALE FUNCTILOR REALE DE MAI
MULTE VARIABILE

Fie f : AcIRP>IR, p>1.

Definitia 3. Punctul acA se numeste punct de extrem local (relativ) al functiei
f daca existd o vecinatate Ve T/ astfel incat ,cresterea” functiei f : E(x)=f(x)—f(a)
pastreaza semn constant pe multimea AnV; daca E(x)<0, xeAnV spunem ca a este
un punct de maxim local, sau relativ pentru f si scriem fha=f(a); daca E(x)>0, xeAnV
punctul a poartd numele de minim local (sau relativ) al functiei f si scriem fmin=f(a).
Daca V=A, iar punctul a este un extrem local (minim ori maxim) spunem ca a este un
extrem global (sau absolut) al functiei f.

Am vazut ca, in cazul functiilor cu o singura variabila reala, teorema lui

Fermat ofera conditii necesare de extrem (daca ae< | este un punct de extrem pentru
functia f : Ic IR — IR si f este derivabila in a, atunci f'(a) =0 sau, echivalent, d.f=0).
Teorema lui Fermat admite o generalizare pentru functile de mai multe variabile.
Teorema 2(a lui Fermat-conditii necesare de extrem local). Fie f : AcIRPSIR,
p>1. Daca acA este un punct de extrem al functiei f iar f este diferentiabila in a,

atunci d,f=0, sau, echivalent, g(a) =0, k=1,p.
Xy
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Demonstratie. Deoarece punctul a din interiorul multimii A este un extrem
local pentru functia f, rezulta ca exista r>0 astfel ca E(x)= f(x)—f(a) sa pastreze semn
constant pentru orice xeS(a,r)cA. Fie s un versor arbitrar din IR si functia auxiliara
g:(-rr)—>IR, gt)=f(a+ts). Atunci g(t)-—g(0)=f(a+ts)—f(a)=E(a+ts) pastreaza
semn constant pentru te(-r,r), caci a+tseS(a,r), adica functia g are un extrem local in
t=0. Cum g este derivabila in t=0 (fiind o compusa de functii derivabile), din teorema

lui Fermat rezulta ca g'(0) :?(a) =0; prin urmare S—f(a) =0, pentru orice versor s
S S
din IR®; in particular, punand s=ey, k :],_p (vectorii bazei canonice din IRP) obtinem

a—f(a) =0, k= 1_p , sau d,f=0.
OX,

Definitia 4. Fie f : AcIRP—IR, p>1 si acA.

Daca f este diferentiabila in a si d.f=0, punctul a se numeste punct stationar
al functiei f.

Daca a este punct stationar pentru f, sau daca f nu este diferentiabila in a,
spunem ca a este punct critic al functiei f (pentru functia f).

Observatia 1. Din teorema lui Fermat rezultd ca punctele interioare de
extrem local ale functiei diferentiabile f se gasesc, daca exista, printre solutiile
sistemului de p ecuatii cu p necunoscute

af -

ox. (Xy,--%x,)=0, k=1,p .

Observatia 2. Ca si in cazul p=1, teorema lul Fermat da conditii necesare,
nu si suficiente, de existentd a punctelor de extrem local. De exemplu, functia
f: IR2—>|R, f(x,y)=xy are derivatele partiale nule in (0,0), dar originea nu este punct
de extrem local al functiei f (f fiind o forma patratica nedefinita). Deci (0,0) este un
punct stationar (deci si critic) pentru f care nu este extrem local. In schimb, pentru
functia g : [0,0)x[0,0) — IR, g(X,y)=xy , originea (0,0) este un punct critic (g nu este
diferentiabila in (0,0)) care nu este stationar, dar este un punct de extrem global.

Observatia 3. Am vazut ca la functile de o singura variabila semnul
diferentialei de ordinul al doilea intr-un punct stationar ne da informatii asupra naturii
acestui punct. In cazul functiilor de mai multe variabile semnul diferentialei de ordinul
doi (care este o forma patratica) intr-un punct stationar va stabili natura punctului
respectiv. Vom utiliza urmatoarele leme:

Lema 1. Fie ¢ : IRP—IR o forma pétratica.

(a) Daca ¢ este pozitiv definita (adica ¢(x)>0, pentru orice xe IRP\ {0}) exista
m>0 astfel ca ¢(x) > m||x||2, pentru xe IR".

(b) Dacé ¢ este nedefinitd atunci exista s, s, € IRP\ {0} astfel incat ¢(ts;)>0 si
¢(ts2)<0, pentru orice te IR
Demonstratie. (a). Fie S= {x IR ||X| :1}. Atunci S este o multime Tnchisa
si marginita, deci o multime compacta, iar ¢ este o functie continua, prin urmare ¢
este marginita si isi atinge marginile pe S (teorema 16, cap.1). Fie m minimul functiei
¢ pe S; desigur m>0 caci ¢ este pozitiv definita si:
@(X)>m, pentru orice xeS (1)
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Fie acum xe IR\ {0}; atunci ix €S si (p{ﬁxJ :i(p(x); in consecinta,
X

o I
din (1) rezulta ca ¢(x) > m|x|, pentru orice xe IRP.
(b) Fie B, baza canonica din IR. Cum ¢ este o forma patratica, existd o baza

ortonormata B in care ¢ are forma canonica. Fie T=(b;) matricea de trecere de la
baza B. la baza B. Atunci:

(P(le--uxp) = 7\‘1yf + szg ot kpylf )
unde

Y, =ibijxj, ie{l,2,..p} 3)

iar A1, Az,..., Ap Sunt valorile proprii ale matricii atasate formei patratice ¢ in baza
canonica. Putem presupune (cu o eventuala permutare a indicilor) ca A,>0 si A,<0
(forma o fiind nedefinita). Sistemele:

y,=1 y, =0, ie{23,..p} (4)

y,=1 y,=0, ie{l,34,..p} (5)
au, tindnd seama de (3), ca matrice pe T; prin urmare au solutie unica. Fie
s, =(a,---,a,), respectiv s, =(b,,...,b,) solutiile sistemelor (4), respectiv (5). Atunci,
conform (2) obtinem:

¢o(s;) =%, >0 si o(s,) =%, <0 (6)
Dar ¢ este forma patratica, deci pentru orice te IR ¢(ts,) = t°g(s,) =A,t* >0 si
o(ts,) = A,t* <0.

Lema 2. Fie feCz(A) si aeA. Atunci exista o functie o : A—IR astfel ca pentru
orice xeA:

f(x) = f(a) + d,f(x —a) +%d§f(x —a)+|x- a||2m(x), unde limo(x) =0 = o(a).

Demonstratie. Fie xeA \ {a}. Conform formulei lui Taylor exista &e(a,x) astfel
incat:

1

f(x) =f(a) + d f(x — a) +Ed§f(x -a) (1)

Fie
o*f o°f L
. (X) = - a), i,j=1, 2
i(X) oxx. (&) axiaxj( ), Li=1lp (2)

Cum f;ixj e C°(A) iar é—a cand x—a, din (2) rezulta:

lim o,(x) =0, i,j=1,p 3)

Atunci:

(x - a) - d2f(x-2) = -1, (- T, @) —a)(x, -,
deci, din (2) obtinem: |
d:f(x —a) = df‘f(x—a)+Zp:c;a".(x)(xi -a)(x;-a,) (4)

i,i=1
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Fie o(a)=0 si o(x) = ” ” Zmu(x)(x —a)(x; —a,) . Atunci din (1) si (4) rezulta ca:
X—=a| ij=

f(x) = f(a) + d_f(x —a) + %dif(x —a) + |x —af(x).
Ramane sa dovedim ca limw(x)=0. Aplicand succesiv inegalitatea modulelor,

respectiv inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (vezi exemplul 14, cap.l)
obtinem:

jo(x)| < Z\mu(x)\ (x; —a)(x; —a)| <
[x -

|11

” B ” \/Z(’)u(x) \/Z(Xi_ai)z(xj_aj)z :\/Zwij(x)’

i,j=1 ij=1 ij=1

iar din (3) si teorema clestelui obtinem: limw(x) =0.
Teorema 3 (conditii suficiente de extrem). Fie f : AcIRP5IR, o functie de
clasa C? si acA un punct stationar pentru f. Daca d’f este pozitiv (negativ) definita,

atunci a este un punct de minim (respectiv maxim) local al functiei f. Daca d’f este

nedefinita atunci a nu este punct de extrem pentru functia f.
Demonstratie. Deoarece a este punct stationar rezultd ca d,f =0; conform

lemei 3 rezulta ca pentru orice xeA

f(x) = f(a) + %dgf(x ~a) +|x—a o(x) (1)
Si legl o(X)=0=n(a).

1. Presupunem ca d:f este pozitiv definita; conform lemei 1 rezulta ca:

3 m>0 astfel incat d2f(x —a) > m|x — a||2 (2)

pentru orice xe IRP. Din (1) si (2) rezulta ca:
f(x) - f(a) >( + o)(x)j”x a|| (3)

pentru orice xeA. Dar limo(x) =0 si m>0, deci exista Ve 1 astfel ca:

g+ o(X) >0, pentru orice xeV 4)

Din (3) si din (4) rezulta ca f(x) —f(a) > 0 pentru orice xeA N V,adica a este un minim
local al functiei f.

2. Daca d.f este negativ definitd , iar g= - f, atunci d,°g este pozitiv definits si
conform punctului precedent, exista Vef(/ astfel ca:

g(x) - g(a) = —f(x) + f(a) > 0, pentru orice x € V n A, adica a este un maxim
local pentru functia f.

3. Presupunem acum ca d.*f este nedefinitd. Conform lemei 1(b) rezulta ca
exista doua directii s1, S2 € IRP-{0} astfel incat:

da’f (s1t) > 0 si do°f (sat) < O, pentru orice te IR’ (5)
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Luand x = a + ts; siy = a + ts,, cum acA, existd o vecinatate Vy a punctului O IR
astfel ca x,yeA, pentru teVy. Din (1) obtinem :

f(x) - f(a) = tz(% da*f(s1) + () (6)

1) - (a) = (. dali(s2) + o(y)) (7)
Dar ltiLTC]) o(X)=0= ltiLTg o(y), deci exista o vecinatate U a punctului Oe IR, UcV,, astfel
ca:

S da%f(s1) + 0(9) > 051 5 da’f(s2) + w(y) < 0 ®)

pentru teU. Tn sfarsit, din (8),(6) si (7) rezultd ca pentru teU: f(x)—f(a)>0 si f(y)-f(a)<O0,
adica punctul a nu este un extrem pentru functia f.
Observatie. In conditiile teoremei precedente dof este o formé& pétratica a

2
ot (a) . Reamintim ca daca
axiaxl- i=1p
j=1p
valorile proprii A1,A2,...,Ap sunt mai mari (mici) sau egale cu 0, atunci da’f este pozitiv
(negativ) definita, iar daca exista 1>0 si A; < 0 ea este nedefinitd. De asemenea,
pentru stabilirea naturii punctului a putem aplica criteriul lui Sylvester:

f.@) f,,@
f,.@ f.(@

(a) daca A0, k=1p, atunci a este un minim local;

(b) daca A1<0, A>0, A3<0,...., (-1)° A, >0, atunci a este un maxim local
pentru f;

(c) daca in inegalitatatile de la (a), respectiv (b) exista k astfel incat A.=0
metoda nu decide natura punctului a;

(d) Tn rest d.*f este nedefinitd, deci a nu este punct de extrem pentru functia f.

Exemplul 4. S& determindm extremele locale ale functiei f : IR*>IR,
3 2 3 2

f(x,y) = X? - 3)2( + 2X + y? _y? -2y +13. Cum feCZ(IRz) rezulta ca putem determina
toate punctele de extrem prin metoda descrisa:

Pasul 1. Determinam punctele stationare din sistemul:
{f‘x(x,y) =x*-3x>+2=0

fy(xy)=y*-y-2=0
deci punctele (1,1), (1,-2), (2,1) si (2,-2) sunt conform teoremei lui Fermat posibile
puncte de extrem.
Pasul 2. Studiem natura punctelor stationare folosind criteriul lui Sylvester.
Hessiana functiei f in punctul curent este :

2x -3 0
He(x,y)= X , iar A1(X,y)=2x-3, Ax(X,y)=(2x-3)(2y-1).
0 2y -1
In (1,1), A1=—1 si A,=—1, deci acest punct nu este punct de extrem pentru f.
In punctul (1, -2), A;=-1<0, A,=5 >0, deci (1,-2) este un maxim local si
fmax=f(1, —2)=79/6.

carei matrice este hessiana functiei f in a: Hf(a):L

notand cu A;=f,(a) , A= ..., Ap=detHy(a), atunci:
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Deoarece A1(2,1) = 1, Ax(2,1) = 1 > 0 rezulta ca (2,1) este un punct de minim
local pentru f si fnin=23/2.

In sfarsit, in (2, —2) avem A;= —1<0, A,= -5<0, deci punctul (2, —2) nu este un
extrem al functiei f.

Observatie. Daca intr-un punct stationar a al functiei f diferentiala a doua se

anuleaza si f este de clasa C", n>3 atunci folosim o dezvoltare de ordin superior in
formula lui Taylor; daca primele derivate partiale nenule sunt de ordin impar, atunci
punctul stationar nu este extrem pentru f.

Exemplul 5. Sa se determine extremele locale ale functiei f : IR°- IR,
f(x,y,2)=x*+y*+z* 4xyz.

Rezolvare. Determinam mai intai punctele stationare rezolvand sistemul:

', (x.y,2) =4(x° —yz) =0
f°,(¢y,2) =4(y* —zx) =0

f°(x,y,2) = 4(z> —xy) =0
Deci punctele (0,0,0), (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1) sunt posibile puncte de
extrem. Hessiana functei f in punctul curent este:
3x* -z -y
Hi(x,y,2)=4| -z 3y* —x|.
-y -x 3z2°
(a). Deoarece H¢(0,0,0) este matricea nula, dz(o,o,o)f:O. Vom studia semnul
diferentialei de ordinul trei in (0,0,0). Cum d*f = 4[3(x2dx +y2dy + zzdz)— 2(zdxdy +
+ ydxdz + zdxdy)|, avem d% = 24(xdx®+ydy>+zdz*-dxdydz), deci d%p00)f(x,y.z) = -

—24dxdydz, adica d3(o,o,o)f(x,y,z) = —24xyz, care este o forma ternara ce isi schimba
semnul in orice vecinatate a originii; prin urmare (0,0,0) nu este un punct de extrem
pentru f.

3 -1 -1
(b). Deoarece Hi1,1,1)=4|-1 3 -1|, avem A;=12, A,=8-47,
-1 -1 3

A3=16-4°>0 si conform criteriului lui Sylvester, (1,1,1) este un minim local, iar
fmin=f(1,1,1)=-1.

(c). Deoarece f(x,y,2)=f(y,z,x)=f(z,x,y), pentru a studia natura punctelor
stationare ramase este suficient sa analizam natura punctului (1,-1,-1). Cum

311
Hi(1,-1,-1)=4|1 3-1|,avem A;=12, A,= 8-4%, A3=16-4° > 0; rezultd ca
1-1 3
cele trei puncte sunt de minim local pentru f si fnn= f(1,-1,-1)= f(-1,1,-1)=

f(-1,-1,1)=-1.

Exemplul 6. Dintre toate paralelipipedele drepte pentru care suma lungimilor
laturilor este egala cu a>0 sa se determine cel al carui volum e maxim.

Rezolvare. Fie x,y,z lungimile laturilor unui asemenea paralelipiped; atunci
volumul sau este :
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V(X,y,z) = xyz, unde V:A={(X,y,z)e IR® | x+y+z=a, Xxy,z > 0}. Valoarea
maxima a functiei V coincide cu cea a functiei f(x,y) = V(x,y,a-x-y) = xy(a — x -y ),
unde f este de clasa C? pe

B = {(x,y)e IR2| X,y >0, x+y <a}. Determinam punctele stationare din
sistemul:

f(xy)=ay-2xy-y*=0=2x+y=a
f,(xy)=ax—-x*-2xy=0=x+2y=a

Deci singurul punct stationar este (%%} iar

_p2 _2a

b2 2l -2y a—2x-2y _ 3 3
13'3) la—2x—2y —2x ) |2 al
33) (73 —2§

. a a’ (a a . .
Atunci A= -2§ <0,Ax= 3 > 0, deci 3’3 este un maxim local pentru f gi

3
fmax =T 3,3 = & Nu avem insa certitudinea ca E,E este un maxim
33 27 33
absolut. Consideram functia: g:§:{(x,y)eIR2 X,y > 0, xty<a} — IR, g(X,y)=xy(a—x-y).
Cum g este o functie continuad pe un compact rezultd ca ea este marginita si Tsi

atinge marginile. Pe interiorul lui B, adica pe B am vazut ca existd un singur extrem

5y

#y

D(0,a)

X

>

C C(a,0)

Ramane sa determinam extremele pe frontiera. Pe segmentul OC avem y=0
si xe[0,a], deci functia h(x)= g(x,0) = 0 este constanta; analog pe OD; pe CD avem
xty=a, Xxe[0,a] si k(x)=g(x,a-x)=0. Prin urmare imaginea functiei g este

. 3
Im g:g(B):{O, %} si maximul ei absolut este atins in interior; deci [%%} este un

maxim absolut pentru f, iar (%,%,gj este un maxim absolut pentru V. in consecinta,

parealelipipedul cautat este cubul de latura %.

Observatie. Dacaf: A c IRP— IR este o functie continua si A este o multime
compacta, atunci extremele sale absolute se determina astfel:
(a) determinam extremele locale pe A,
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(b) determinam extremele locale pe frontiera Fr A,
atunci maximul absolut e cel mai mare maxim local, iar minimul global este cel mai
mic minim local (dintre cele determinate la (a) si (b)). Pentru functile de doua
variabile problema determinarii extremelor pe frontiera se reduce, ca in exemplul
precedent, la determinarea extremelor unor functii de o singura variabila. in cazul
functiilor de trei variabile determinarea extremelor pe frontiera revine la studiul
extremelor unor functii de doua variabile, s.a.m.d. Ne vom ocupa de aceasta
problema in sectiunea consacrata extremelor cu legaturi.

Exemplul 7. Determinati extremele absolute ale functiei f(x,y) = xy pe
domeniul triunghiular de varfuri O(0,0), A(1,0), B(0,2).

Rezolvare. Domeniul de definitie al functiei feste D={(x,y)e IR2|x,y20,

X+y/l2<1}. AY

D
X

>

0 A

1. Pe interiorul multimii D, deci pe D ={(x,y)|x,y > 0, 2x + y <2} sistemul:
{;:y:o
f,=x=0

are o unica solutie (0,0)¢ D Neavand puncte stationare rezulta ca pe D f nu are
extreme locale.

2. Pe frontiera Fr D=OABO consideram cazurile:

2.1. Pe segmentul [OA] avem y = 0 si xe[0,1]. Functia g(x) = f(x,0) = 0 este
constanta pe [0,1].

2.2. Pe segmentul [OB] avem x = 0 si y<€[0,2]. Functia h(y) = f(0,y) = O este
constanta pe [0.2].

2.3. Pe segmentul deschis AB avem y = 2 - 2x, xe(0,1). Atunci functia k(x) =
f(x,2-2x) = 2x(1-x) are un maxim in x = % Kmax = k(%) = %

Prin urmare fmin = f(x,0) = f(0,y) = 0, pentru xe[0,1], respectiv ye[0,2] si fmax =

f(%,l) = % iar Im f = f(D) = [o,%].

Observatie. Sa presupunem ca sunt indeplinite conditile din teorema
functiilor implicite astfel ca ecuatia f(x,y,z)=0, f:Ac IR® - IR, feC%A) sa
defineasca functia z = z(x,y) intr-o vecinitate a punctului (ab,c)e A. Daca (ab)
este un punct de extrem local al functiei z putem sa determinam conditii simple (ca
in cazul functiilor de o variabila definite implicit — vezi exemplul 11, cap. 3 si

observatia care il precede) pentru a stabili natura sa. Cum derivatele de ordinul intéi

sunt:
oz _ f, oz _ f;

x  fley  f
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punctul (a,b,c) trebuie s fie o solutie a sistemului:
f(x,y,z)=0, f;(x,y,2)=0, f(x,y,2)=0,
iar f/(a,b,c) = 0. Atunci:

Z"(ab)__(fx”z+fx”z-z’x)fz'—fx’(fz”x+fz’;~z’x) _ fi(abe)
X 2 |<a,b,c) f'(a,b,c)’
fr(a,b,c) f’,(a,b,c)

" — N "2 ,b :_y—.
2, (@.b) f@byc) o v (@.b) #(a,b.c)

Prin urmare, daca z’, (a,b)-z;2 (a,b)—(z}, (a,b))?> 0, atunci pentru z’,(a,b) >
0 punctul (a,b) este un minim local pentru z si z,,, =z(a,b)=c, iar daca z’, (a,b) <0
atunci (a,b) este un maxim local al functiei implicite z = z(x,y) si Z ., = z(a,b)z C.

Exemplul 8. Sa se determine extremele functiei z = z(x,y) definita implicit de
ecuatia (x> +y? +2°f =2-x? - 22

Rezolvare. Desigur functia f(x,y,z)= (x2 +y*+ 22)2 +Xx?+2z?° -2 este de
clasa C?pe IR% iar f/(x,y,z)=4z(x? +y® +2z2)+ 2z este nenulad pentru z=0. Prin
urmare ecuatia datd determina unic functia z = z(x,y) intr-o vecinatate a unui punct
(ab,c)e IR®, cu c=0, care verifica aceasta ecuatie. Vom determina (a,b,c), c=0 astfel
ca functia implicitda z = z(x,y) sa admita punctul (a,b) ca punct stationar din sistemul
f(x,y,2)=0, fr(x,y,z) = 4x(x> +y> +2%)+2x =0, f(xy,2) = 4y(x® +y? +22)=0;
obtinem x=y=0 si z=t1. Conform teoremei functiilor implicite exista doua funcitii
2,2, €C*(U), unde Ue v, care admit punctul (0,0) ca punct stationar, iar

z,(00)=1si z,(00)=-1.
Dar T, (x.y,2)= 40 +y*+2%)+8x*+2, T (x,y.2)= 8xy si 1.(x.y,2)= 40C+y*+ 2%)+8y?,
lar f,(0,0,£1) = 6, f;’y (0,0.+1) =0, (00+1)=4 si f7(0,0,+1) = +6. Asadar hessiana
functiei z; este
-1 0
Hz1 (0’0) = 0 _ g ’
3

A, =-1si A, :é, deci functia z; are un maxim local in (0,0) $i z; max = z1(0,0)=1.

1 0
sz (070) = [0 g} g

3

Analog

, 2 : . - N :
iar A, =1>0, A, = 3 > 0; prin urmare functia z, are un minim local in origine $i Z min

= 25(0,0)=—1.
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C. EXTREME CONDITIONATE

Definitia 5. Fie f : A c IRP— IR si B = A. Spunem c& punctul acB este un
extrem local al functiei f relativ la mulfimea B(extrem condifionat de B) daca exista
Ve T, astfel ca expresia E(x)=f(x)-f(a) sd pastreze semn constant pe multimea
V NB; dacd E(x)>0 pe VB, a este un minim local al functiei f relativ la B; iar
dacad E(x)<0 pe VB, a poartd numele de maxim local relativ la B. Extremele
relative la o submultime B — A (adica extremele functiei restrictie f|g) se numesc
extreme conditionate.

Vom analiza in continuare doar cazul in care B este definita de multimea

solutiilor unui sistem de m < p ecuatii cu p =n+m variabile: x,,....X,,Y,,....Y,,; hotand
n+m

X=(X1,..,Xn), Y=(Y1,...,Ym), N€ propunem sa gasim extremele functieif: Ac IR~ —IR,
f(X!y) :f(xla"'!xl"l!yla"'aym)

relative la multimea
B ={xy)e Alg;(x.y)=0j=1m],

unde g;:A— IR, je {12,...,m}. Ecuatiile ale c&ror solutii definesc multimea B:

g,(xy)=0, j=1m )
se mai numesc legéaturi, iar extremele locale ale functiei f conditionate de multimea
B — extreme cu legaturi.

Observatie. Daca legaturile (*) sunt explicitabile, adicd existd functiile

y:Cc IR"SIR, astfel ca (xy,(x))eB, j=im si g,(xy,(x)...y.(x)=0, xeC,

j=1m, atunci problema aflarii extremelor conditionate ale functiei f se reduce la cea
a depistarii extremelor functiei de n variabile h:C — IR,

A(X gy Xy ) = F(Xpeees X, Yy (Ko en X, ooV (XX )) -
Aceasta metoda a inlocuirii variabilelor am folosit-o deja in exemplul 7, unde legatura
X+Yy+2z=a a condus, prin inlocuirea variabilei z=a-x-y in functia V, la aflarea
extremelor unei functii de doua variabile.

Aceasta observatie ne sugereazd sa impunem sistemului (*) conditiile
teoremei functiilor implicite de aga maniera incat legaturile (*) sa defineasca functiile

Yy, = yj(x), j:l—m. Astfel, teorema lui Fermat (Teorema 2) ne va da conditii necesare

de existenta a extremelor conditionate, iar teorema 3 ne va furniza conditii suficiente
si chiar tehnici de stabilire a naturii acestor extreme. J.P. Lagrange a fost cel care a
facut aceste constatari, constatari care l-au condus la elaborarea unui procedeu
practic ingenios de aflare a extremelor cu legaturi.

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange
Teorema 4.(conditi necesare pentru extreme cu legaturi). Fie f,g,:Ac

< IR"™™ IR, j=1m functii de clasé C' pe A. Daca (a,b)e A, unde a=(a,,...a,),
b=(b,,...b,) este un punct de extrem local al functiei f cu legéturile (*), iar:
D(g,,....9 )(
—=2reZnl(g b) = 0 (%)
D(Yy--1Yim)
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atunci exista numerele 1,,A,,...,A,, € IR numite multiplicatorii lui Lagrange astfel incat
punctul (ab) sa fie un punct stationar al functiei F:A IR,
F=f+A,0,+2,0,+...+A,.0,,-

Demonstratie. Determinantul matricii sistemului

of o9
—(a,b)+ L(a,b)-y,, k=1m 1
oy, ¢ )leak( )Y, ()
este W(&,b)io; prin  urmare sistemul are solutie  unica
YA
Y. =AnLY, =Xy, = AL, , decidin (1) obtinem:
m oa. .
b)+> A, 2 (a,b)=0, j=Im @)
k '
Cum (a,b) este extrem conditionat de ecuatile (*) avem g,(a,b)=0, g, eC'(A),
—1m si %(a,b)i 0; in acord cu teorema functiilor implicite existad Ve ¥ si
oY
0 unicé functie y = y(x), y € C*(V) definita implicit de sistemul (*), adica:
tie y=y(x), y e C'(V) (*)
9,(x,y(x))=0, xeV, j=1m (3)
iar y(a)="b. Derivand in raport cu x; in (3) rezulta:
gJ gJ Yy 1 i—1m
0,i= T 4
Dy 5 8 etol) 2 0=0, =0, 1= @
Punand x =a, in (4), cum y(a)=b, obtinem:
ag; a9 oy o=
b)+ Lab)=*(a)=0,i=1n, j= 5
. (a);ayk(a Vox @)=0,i=1n, j=1m (5)

Fie h:Vc IR"> IR, h(x)=f(x,y(x)). Deoarece (a,b) este un extrem al functiei f
conditionat de relatiile (*), urmeaza ca a este un extrem local pentru functia h. Din

teorema lui Fermat rezulta ca a este punct stationar pentru h, deci j—h(a) =0,i=1n
X

sau:
of moof \dy -
—(a,b —(a,b)=*(a)=0, i= 6
o B0 2 e )axi (8)=0,i=1n (6)
Fie acum F:A IR, F(x,y)=f ZXIQ X,y). S& aratdim ca (a,b) este punct

stationar pentru F, adica derivatele par’;lale ale functiei F in (a,b) sunt nule. Din (2),
(5) si (6) obtinem:

X, X, = ox, (5) 0X,
m (@ 5g, oy of

_ by _> a’b Ik - ’b _
55,829 b Befa)] - L e
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k=1 OX| 1 2) 0X,
Oy, of —
: ,b — 0 ) = 1l )

T ox, @) 3y, (@b)z0.i

si teorema este complet demonstrata.
Definitia 6. Fie f, g : A< IR™" - IR, ,j=1,m functii de clasi C? pe A, unde
functiile g; verifica (*). Atunci L: A x IR™ < IR™™ - IR, definita prin:
L(,Y,A) = F(6,Y)+ Mgy (6Y) + Ao (X,Y) oo+ A8 (X,Y)
pentru orice (x,y)€A gi orice A = (xl,...,xm)e IR™ se numeste functia lui Lagrange, iar
variabilele 1, ,...A, € IR se numesc multiplicatorii lui Lagrange.
Conform teoremei precedente punctele de extrem ale functiei f cu legaturile (*),
daca exista, se gasesc printre solutiile sistemului de n+2m necunoscute X;,X _,...,X

YuY e Yms Aoy
L _oi-Tn %t _ok=Tm o _
oX; oY, oA,

Sa remarcam faptul ca daca (a,b,ko) este o solutie a acestui sistem ( deci punct

stationar pentru L ), iar functiile g,,9,....,9,, verifica (**), atunci d,g=0 si

09, 09, a9 a9; . —

a,bjdx, +...+ a,b)dx, + —(a,b)dy, +...+ —-(a,b)dy,, =0, j=1,m el
o @b+ + =L (a,b)x, ay()dyl @by j ()

1 n 1 m

n»

0,j=1m (")

este un sistem liniar compatibil determinat, care, prin regula lui Cramer, permite
explicitarea proiectiilor dy,,...dy,, n functie de proiectile dx,,..,dx,. Aceasta
constatare ne permite s& dam conditii suficiente pentru determinarea extremelor
conditionate ale functiei f si sa elucidam natura acestora prin studiul unei forme
péatratice de n variabile.

Teorema 5. (condifii suficiente pentru extreme cu legéaturi). Fie

f,g, e CZ(A),j =1m si (a,b,?f’) un punct stationar al functiei lui Lagrange care verifica
(**) si functia:

F(x,y):L(x,y,ko) ijg x,y)(x,y)eA.

Fie, de asemenea, /: IR" > IR forma patratica obtinuta prin inlocuirea proiectiilor
dy,,...,dy,, in functie de proiectiile dx,,...,dx, ( rezultate din sistemul (****)) in d(za,b)F.
Daca ¢ este pozitiv ( negativ ) definita atunci (a,b) este un punct de minim ( maxim )

local al functiei f cu legaturile (*); daca f este nedefinita atunci (a,b) nu este punct de
extrem conditionat pentru functia f.

Demonstratie. Fie B:{(x,y)eA|gj(x,y):0,j:1,_m}. Din (***) rezultd ca
g,(ab)=0, j=1m, deci (ab)eB. Atunci, pentru orice (x,y)eB,E(x,y)=F(x,y)-
—F(a,b)=f(x,y)-f(a,b), deci extremele locale ale functiei F coincid cu extremele
locale ale functiei f cu legaturile (*).
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Pe de alta parte, cum (a,b,xo) este punct stationar al functiei lui Lagrange,
din (***) rezulta ca:

s;(abko) 0§|%(a,b,k°):o, i=1.nk=1,m
deci

of oo 995 oF L

aXi(a,b)+j_zlxj ~ (a,b)= ox —(a,b)=0, i=1,n

( b)+ Zk" ag'( b)= oF Z(ab)=0, k=1,m,
=1 ayk
adica (a,b) este punct sta’glonar pentru functia F.

In sfarsit, cum f, gj sunt functii de clasa C* pe a rezultd c& F e C*(A) si, in
acord cu teorema 3, putem stabili natura punctului (a,b) cu ajutorul d(zayb)F; dar in
forma patratica d(za’b)F de n+m variabile proiectiile dy].,jzl_m sunt, dupa rezolvarea
sistemului (****), combinatii liniare ale proiectiilor dx,,...,dx,; deci signatura formei
d(za,b)F coincide cu cea a formei patratice ¢ de n variabile. Prin urmare din teorema 3

rezulta ca daca /¢ este pozitiv (negativ) definita, atunci (a,b) este un punct de minim
(maxim) local pentru f cu legaturile (*), iar daca ¢ este nedefinita, atunci (a,b) nu este
un extrem conditionat al functiei f.

Observatie. Schematizand rezultatele precedente, daca f, g, € CZ(A),j =1m,

atunci metoda multiplicatorilor lui Lagrange de determinare a extremelor functiei f cu
legaturile (*) presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Formam functia lui Lagrange L=f+) 10, si ii determinam punctele
=1

stationare rezolvand sistemul (***). Apoi, pentru fiecare punct stationar (a, b, xo) care
verifica (**) rezolvam urmatorii pasi:

2. Formam functia auxiliara F(x,y)=L(x,y,A°) x,y € A si calculam d?,,F (de
2m variabile ).

3. Rezolvam sistemul liniar (****) in raport cu proiectiile dy,,...,dy, apoi le

m

inlocuim in d(za,b)F obtinand forma patratica de n variabile.

4. Analizam signatura formei patratice ( reducand-o la o forma canonica prin
metoda lui Gauss sau Jacobi, ori prin criteriul lui Sylvester ) si tragem concluziile:
daca este pozitiv ( negativ ) definitd atunci (a,b) este un minim ( maxim ) local al
functiei f cu legaturile (*), iar daca este nedefinitda atunci (a,b) nu este punct de
extrem al functiei f cu legaturile (*).

Exemplul 9. Sa se determine imaginea functiei

f: A={(xy) €lR?| x*+y? < 1}IR f(x,y) = x -y +13

Rezolvare. Functia f este continua pe compactul Ac IRZ; prin urmare
imaginea f(A) este compacta in IR (teorema 15, cap.l) si f isi atinge marginile
(teorema 16, cap.l). Ramane sa determinam aceste margini. Cum f =1+0, pe
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interiorul —{(x y)|(x2+y2<1} nu exista puncte stationare, deci nici extreme
(teorema lui Fermat) prln urmare extremele sunt atinse pe frontiera multimii A,
FrA = {(x,y) € IR? | X+ y* = 1}, ceea ce inseamna ca trebuie s& determindm
extremele functiei f cu legatura x*>+y”>-1=0. Fie A e IR multiplicatorul lui
Lagrange; functia lui Lagrange este:

L(x,y,k):x—y+13+k(x2 +y? —1),
iar sistemul (***) este format din ecuatiile:

L, =1+2kx =0, L’y =1+20y =0, L] =x*+y*-1=0,

deci x= —i y = 1 1 =1. Pentru x—i avem x———iy—i Si
23 2h an: V2 27 2
1 . . 1 g , : :
pentru A =—-— obtinem x=—= si y=—-—. Calculam diferentiala de ordinul al
V2 V2 V2
. - 1 1
doilea a functiei F(x,y)=L(X,y,A) unde A este constanta (A=— sau A =——— ).
tiei F(x,y)=L(xy,%) (=7 %)

Obtinem dZF:ZX(dx2+dy2) Prin diferentierea legaturii x* +y> -1=0 obtinem
xdx+ydy=0 si cum y=-x#0, dx=dy; deci forma patratica ¢ este definita prin
¢(h) = 42dx?(h) = 4xh?.

Daca X :i, ¢(h) = 2/2h? este pozitiv definita, deci ( — ) este un

V2 T T
. . 1 .
minim absolut pentru f si fin=f( — \/_ \/_ )=13- J2: daca A = _T ¢ este negativ
definita, (\/_ \/_) este un maxim global pentru f i frna=13++/2. In consecinta

imaginea functiei f este f(A)=[ 13-4/2 ,13+\/§].

Exemplul 10. Sa se determine extremele functiei f : IR® IR, f(x,y,z):xyz
cu legaturile x +y +z=5sixy +yz + zx = 8.

Rezolvare. Fie o, multiplicatorii lui Lagrange. Atunci functia lui Lagrange
este:

L(x,y,z,a,B) = Xyz + a(x +y + z = 5)+ B(xy + yz + zx — 8) iar sistemul (***) este
format din ecuatiile:

L, =yz+oa+p(y+2)=0, L, =zx+a+B(z+x)=0, L, = xy + a+p(x +y)=0

L, =x+y+z-5=0, Ly =xy+yz+zx-8=0.
Sa remarcam intai ca sistemul este simetric in x,y,z si ca prin adunarea primelor trei

relatii obtinem 8+30+10B=0. Cu aceste constatari punctele stationare ale functiei L
sunt:

- pentrua =4, p=-2, (xy,2)e{221)(212)122)}

- pentru a=16/9, p=-4/3, (x,y,z) € {(EEZJ(EZZJ(ZEEJ}

333/{333)\333
Calculam acum d°F, unde F(x,y,z)=L(x,y,z,a,B) cu a,p constante; obtinem
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d?F =[zdy + ydz + B(dy + dz )]dx + [zdx + xdz + B(dz + dx)|dy + [ydy + xdy + p(dx + dy )]dz .
Prin diferentierea legaturilor avem
dx+dy+dz=0 si (y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz=0 (2)
Cazul 1. Pentru a=4, B= -2, (X,y,2)=(2,2,1) din sistemul (1) obtinem dz = 0 si
dy= - dx, iar df,,,F = 2dx* >0. Prin urmare (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2) sunt puncte de
minim ale functiei f cu legaturile date si fmin= 4.

Cazul 2. Pentru a = E,B = —4 =y —i ! obtinem dz = 0 si dy= -dx,
9 3’ 37 3
iar d?,,,F=-2dx*. In consecinta [— — —j (i ! ij [— —,ij sunt puncte de
[g,g,gj 333 33
maxim local pentru functia f cu legaturile x +y+z-5=0sixy +yz+zx—-8 =0, iar

Poofd 47 112
max 3'3'3 27

Exemplul 11. Sa se determine distanta de la sfera de ecuatie S: X2 +y?+
+ 7% = 1 la dreapta de ecuatiiD:y=x,z=X +2.

Rezolvare. Distanta de la un punct M (x, y, z) € S la un punct P(u, v, w)e D
definegte o functie de sase variabile:

dP,M)=g(xY,z u, vw)—\/x—u2 (y-vy+(@z-w) 1)
Problema noastra consta in determinarea minimului absolut al functiei g cu legaturile:
X +y*+7z°-1+0; v—u=0siw—u—-2=0 (2)

Deoarece functia lui Lagrange asociatéd are noua variabile (cele sase ale
functiei g plus trei multiplicatori) iar derivatele sunt complicate, vom incerca sa
simplificdm problema. Sa constatam intai ca punctul de minim al functiei g coincide
cu cel al functiei:

fOy, z,u)=(x-uy®+(y-u’+@z-u-2)7° 3)
cu singura legatura

X +y*+2z°-1=0. (4)
Functia lui Lagrange este in acest caz:

L(X, Y,z U A)=(X-u?+(y-v)2+(@Z-—u-2>+rC+y*+27%-1) (5)

Sa determinam punctele stationare pentru L din:
Ly=2[A+1)x-u]=0,L'y=2[(A+1)y-u]=0,L,=2[(A+1)z-u-2] =
Ly=2(x+y+z-3u—2)=0siLA=x?+y*+2°-1=0.

Rezolvand acest sistem obtinem:

2 2 4 2
U=——, X=Yy=- , Z= , A+1=+2 |— 6
3 Y= T3040 300 +1) \E ©)
Diferentiind legatura (4), din (6) rezulta:
dz = %(dx +dy) 7)

Ne intereseaza doar minimul functiei auxiliare

F(x,y,z,u) = LY,z u,A) (8)
unde A este o constanta. Diferentiind obtinem succesiv:

dF = 2[(x-u)(dx-du) + (y-u)(dy-du) + (z-u-2)(dz-du) + k(xdx+ydy+zdz)],

d’F = 2[(dx- du) + (dy- du) + (dz du)? + A(dxP+dy?+dz?)] =

= 2[(A+1) (dx?+dy*+dz?)+3du? -2du (dx + dy + dz)] = z

123



4
Conform criteriului lui Sylvester, pentru ca forma patratica (9) sa fie pozitiv definita
A+1

=2 [7“ 2+ (5452 5dy? 1 2dxdy)+ 3du? - 3(dx + dy)du} )

este necesarca A, =5 > 0. Prin urmare din (6) obtinem:

2 1 2 2
A+1=2,|=, X=y=-—F, Z=—F%, U=——= 10
N TR T o)

Din punct de vedere geometric problema este unic determinata; prin urmare distanta
de la sfera S la dreapta D este, conform formulelor (10), (1) si (2):

d(S,D) = d((—%—%%j[—%—ggn =§(zﬁ—£).

D. EXERCITII

Exerctiul 1. Sa se dezvolte dupa puterile luix+ 1,y + 1, z— 1 polinoamele

€)) f(x,y) =x*+y*—3xy+13

(b) f(x,y,2) =X+ y -2+ 3%y —3xy + 22—z + 22

Raspuns. (@) f(x, y) =8 + 6(x + 1) + 6(y + 1) — 3 (x + 1) = 3(y + 1)> = 3(x +
)y + 1)+ (x+1)°+ (y + )% (b) f(x, y, 2) =18 + 12(x + 1) + 15(y + 1) =2 (z - 1) -
~ B(x+ 1) =3 (y+1) -2 (-1 -9(x+ 1y + 1) +x+ 1 +(y+ 1)~ (z- 1)+
+6(x + 1)%(y + 1).

Exercitiul 2. Sa se scrle pollnomul Taylor de gradul al doilea pentru:
(@) f(x,y) = In(x + x + y?) in punctul (0,1)
(b) f(x,y,z) = e arctg (y + z) in punctul (0,0,1)

Raspuns. (a) Ta(x,y) = %xz —2xy — y* +3x — 3; (b) T2 (X, Y, z):gx2 —y? -

1 1 ( 1) S n 3
P XYt X2 =2y H| - XAy,
2 2 4 2) 272 42

Exercitiul 3. Folosind formula lui Taylor de ordinul al doilea sa se arate ca:
@ (101 +(199) = 29851
(b) 4103 -3/0,98 = 10081

(c) (1,1)*%?=1,1021

Exercitiul 4. Sa se determine E; = (1,1)"* si E; = (0,99)"*" + (1,01)"%*
+(1,001)%%° si E; = (1,01)°% +(0,99)°%%° + (0,999)*% cu trei zecimale exacte.

Raspuns. E ;=1,121; E, = 3,001; E 3= 2,999.

Exercitiul 5. Sa se determine extremele locale ale functiilor

(@) f(x,y) = x> — 3xy? + x* — 2xy + 3y® + 2y +£70

(b) f(x,y) = 2x° - y* +(y-x)°
(c) f(x,y) = e* (cosy —x) + cos y
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(d) f(X,y,2) = X2 +y* +z2—xy + x— 2z
(e) f(x,y,z) =x 3 +y 2+ 7%+ 12xy + 2z

2 2

(f) f(x,y,z) = X + 2.y .z
X 4x 'y
9) fxyz) = ——+-+—2 | xyz>0

Y+Z Z+X X+Y
(h) f(x,y,z) = x3+y® - z°— x% + 32° + 13

) 1 1 2+1 2+4/2 17+12v2
Raspuns. (a) f min:f(_g’_gJ =13;(b) fmin= f[_ \/_3+ T +3\/_] B +27 \/_;
2 1 4
(C) fmaX:f(O,ZkTE)ZZ’ k e Z, (d) fmin = f(—g,—g,:‘.} :g, (e) fmin = f(24, '144, ‘1) = -6913,

(f) nu are extreme; (9) fmin=f(a,a,a) = g,a> 0; (h) f min= f(0,0,0)=13, fhax = 1(0,0,2) =
17.

Exercitiul 6. S& se determine punctele de extrem local i extremele locale
ale functiilor y = y(x) si x = x(y) definite implicit de ecuatiile:

(a) x> +y3—3x%y-3=0

(b) e +y=x*+1

Raspuns. (a) ¥ min = ¥2(0) =¥3; ¥ max = Y2 (-2) = -1; Xmax = Xl(_%)z_%;
Xmax = X2(-1)=1; (b) ymin = y(0) = 0.

Exercitiul 7. Sa se determine punctele de extrem local si extremele locale
ale functiilor implicite z = z(x,y) definite implicit de ecuatiile

(a) X +y*+2°-4z2=0
(b) X2+ Y2+ 22— Xz —yz + 2x + 2y + 27 + 2=0
€ X+y+2°+2z=0

Raspuns. (@) zmin=21(0,0)=0, zmax=22(0,0)=4; (b) zmin:zl(—s—\/g,—S—\/E):
— —44-2./6, 7 max = 25(\/6 — 3,46 — 3)= 24/6 — 4;(C) Z max = 2 (0,0) = 0.

Exercitiul 8. Sa se studieze extremele locale ale functiilor de clasa C°
definite implicit de ecuatia x> —2x + y* + z + * = 0.

Raspuns: zmax = z(1,0)=0; celelalte functii implicite definite de ecuatie
(z = z(xy), x = x(y,2), y = y(z,x)) nu admit extreme locale.

Exercitiul 9. Sa se studieze extremele locale ale functiilor de clasa C?
definite implicit de ecuatia:(x?+y*+z%) ?= a®x?-2%, acIR*.
Raspuns. Dintre functiile z = z(x,y), definite de ecuatie, doua admit extreme:

zmin:zl(0,0):_?l\/Z(\/u 4a? _1) Zmax=22(0,0)= %\/2(\/1+ 4a? —1); analog, pentru
X = x(Y,2), xmin=_?1\/2(\/1+ 432 —1):x1(0,0), Xmax=X2(0,0)= %\/Z(\/1+4a2 —1); dintre
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functile y = y(x,z) doud admit extreme: ymin:yl(0,0):—\/g Si Ymax=Y2(0,0)= Ja,
pentru a (0,x).
Exercitiul 10. Sa se determine extremele cu legaturi ale functiei f:

(a) f(x,y) = xy, y=x
(b) f(x,y) = x° +y% 3x+2y = 6

(c) f(x,y) = cos®x + cos?y, y = x +%

Raspuns. (@) fmn = f(0,00=0; (b) fmn = f(ﬁ Ejzﬁ; © frax =

13'13) 13
=f(kn—ﬁ,kn+ﬁj=1+£, fm.n_f(kn—ﬁ kn 5”) 1—£, k eZ.
8 8 2 8 8 2

Exercitiul 11. Sa se determine extremele urmatoarelor functii cu legaturile
specificate in dreptul lor:
(@) f(x,y,z) =X’y + 22 =xy—x—y—2z-1,2x-y—2z =0, x—2y + z =0.

(b) f(x,y,z) =sinxsinysinz, x+y+z= g x,y,z € (0,n).

© f(xy.2)=xP+yP+2°, xPt+yPl+ 7Pt =P a>0,peIN, p>2.

S. (@) fmin = f (1L,1,1) = 1, fmax = f (-1, -1, -1) = -3 (b) fnax =

;(c)dacape2IN, f = f(31‘pa, 3*Pa, 31‘pa)=31+p‘p2 a®; daca p este

impar: f,, = f(— 3-Pa,-3""a,—3"Pa)=-3"""a’, . =f(3"a,3""a,3""a)=3"""a’.

' 'min

Exercitiul 12. Sa se determlne imaginile functiilor

@  f:{(xy) e IR*|x%+y?’< 1} > IR ,f(x,y) = xy

()  f:{xy) e IR*||x|+ly|< 1} = IR ,f(X,y) = X2 — y?

(©) fo{xy) e IR?| y<2x, x<3,y=20U{xy) e IR?|-2<x<3,-3<ys
0} > IR, f(x,y) = x* = 3x + y* — 12y.

Raspuns. () {—% —} (b) [-1, 1]: () [ - 18, 162].

Exercitiul 13. Sa se determine imaginile functulor
@) f(x,y,z) =x+3y-22z, f:{(xy,2) e IR® P+ y?+ 22 < 14} IR

(0) f(x,y,2) = VX +y° + 22, f:{(x.y,2) € IR} xy,z20,x+y+2z< 13} IR
Raspuns. (a) [-14, 14]; (b) [0,13].

Exercitiul 14. Sa se arate ca punctul din planul de ecuatie x + y + z = a care

aaa
este cel mai apropiat de origine este [5 —,—j.

33

126



Exercitiul 15. Sa se determine distanta de la planul de ecuatie P : x+ y+ z=6

la elipsoidul de ecuatie E : x +y2 +2z% =1.

Raspuns. d(P,E) = g(\/ﬂ—l).

Exercitiul 16. Sa se calculeze aria elipsei de intersectie a cilindrului de
2 2

y

ecuatie 2—2+b—2=1 cu planul de ecuatie Ax+By +Cz=0(a,b>0,C>0).

Raspuns. n%b A’ +B*+C*.

Exercitiul 17. Sa se arate ca dintre toate patrulaterele care pot fi construite
cu laturile de lungime data, patrulaterul de arie maxima este inscriptibil.

Exercitiul 18. O cisterna de forma unui paralellplped drept deschis in partea
superioara trebuie construits din tabla cu aria 300 m2. Sa se determine dimensiunile
acestei cisterne astfel incat sa aiba capaC|tatea maxima.

Raspuns: Vmax = V(10, 10, 5) = 500 m®.

ExerC|t|uI 19. Sa se determine |mag|n|le functiilor z = z (x,y), definite implicit

de ecuatia x*+y*+2z°=13,unde z: {(x,y) € IR |x +y?=1} > IR.
Raspuns. Ecuatia defineste doua functii z=zi(x,y) si z=za(X,y);

.m{ %m} .m{@%}
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